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Unidad 1 — NUmeros reales

PAGINA 9

cuestiones iniciales

1. Encuentra varios nimeros que estén comprendidos entre:

a) %y% b) 2,1y2,2 ¢ 2,01y21

. e ¢ 33— cre
2. Describe un procedimiento que calcule %10 utilizando solamente las
teclas de las operaciones elementales de tu calculadora.

3. Ordena de menor a mayor los siguientes ndmeros:

5,31, -4,21; 5,201, -4,201; 5,2101; -4,2101; 4,211, 4,201

4. Comprueba la siguiente igualdad elevando al cuadrado ambas miern-
bros de la igualdad:

2V2-v3 =V6-V2

nr—
5. ¢Para qué valores de n y a se cumple Va € R?

SOLUCIONES

1. Diremos que:
a) Los nameros comprendidos entre % y g son: 0,42; 0,46; 0,54; 0,57.
b) Los nimeros comprendidos entre 2,1y 2,2 son: 2,11; 2,14; 2,18; 2,195.
¢) Los numeros comprendidos entre 2,01 y 2,1 son: 2,03; 2,045; 2,076; 2,098.

2. Utilizando la tecla del producto podemos conseguir aproximaciones sucesivas del valor. Asi:
2x2x2<§/ﬁ<3x3x3
2,1x2,1x2,1< 310 < 2,2x2,2x 2,2
2,15%x2,15x2,15 < 310 < 2,16x 2,16 x 2,16
2,154 % 2,154 x 2,154 < 310 < 2,155x 2,155 x 2,155
2,1544 % 2,1544 x 2,1544 < 310 < 2,1545 x 2,1545 x 2,1545

3. Laordenacion queda: —4,2101< —4,21<-4,201<4,201< 4,211<5,201<5,2101< 5,31

4. Elevando al cuadrado ambos miembros obtenemos:
2
(2 2—J§) =(V6-2) = 4(2-3)=(6) +(v2) ~2J12
— 8-43=8-443  Se verifica la igualdad

5 nparyaeR" 6 nimpary aeR
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W Clasifica las siguientes tareas en problemas o ejercicios e intenta resolverlas:
1. Sumas. Considera la serie de nlimeros pares 2, 4, 6, 8, etc. ;Cuanto vale la suma de los m prirmeros?

2. El camello sediento. El beduino Ali-kan desea transportar 100 bidones llenos de agua desde Kamal hasta Wadi, pue-
blos separados por 100 km de desierto. Para ello, dispone de un camello capaz de andar descargado indefinidamente,
0, de cargar con un seolo bidén, siempre y cuando beba una cantidad de agua igual a la gque contiene el bidén cada vez
que completa 100 km cargado.
El beduino no dispone de mas agua para el camello que la contenida en los bidones. ;Cuantos de estos 100 bidones po-
dran llegar a Wadi?

SOLUCIONES

1. 2+4+6+8+...+2m=m(m+1)

2. Resolvemos en los siguientes pasos:

e Supongamos que el camello lleva un bidon hasta la mitad del camino, vuelve a Kamal,
carga con otro bidén hasta el mismo punto y se bebe uno de los bidones transportados,
guedandole otro. Repitiendo el proceso conseguird llevar 50 bidones hasta la mitad del
camino. De aqui repitiendo lo mismo hasta Wadi conseguira que lleguen 25 bidones
segun la expresion:

2

50 bidones =100 x %

e Simejoramos la solucién conseguiremos que lleguen mas bidones, haciendo el camino
en tres fases tras el 1.°' tercio, el camello habra bebido 33,333... bidones y quedan
66,666... En el 2.% tercio se bebe 22,222... y quedan 44,444... En Wadi se bebe
14,81... y quedan 29,629... bidones, es decir:

3
100% 2> =100x 2.
27 3

e Avanzando por cuartos de camino se puede mejorar la solucion, llegan:

4 4
31,640=100x 81 =1OO><3—4=100>< 3
256 4 4

e Siguiendo asi sucesivamente se puede decir que en el mejor de los casos llegan:

100
100 x (2) ~100x 1
100 e
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Halla el menor conjunto numérico al que pertenecen los siguientes narreros:

= 1 _
3 [423 viz| o |-2 |-veal103|-2|v=g| L |23

7 3 n 0,5

M 2. Razona la verdad o |a falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) Algun nimero decimal es racional
b) Todo ndmero entero es natural
c) Ningln ndmero racional es entero
d) Algun namero real es irracional

M 3. Representa en la recta real los siguientes numeros:

2 va | Bl-ve | -& | 16| 07 |Vis -8 42

5 3 \/9
M 4. Dibuja sobre la recta real los siguientes conjuntos:
a) Los ndmeros reales mayores o iguales que 3 d D={de Z|d>1 06 d>-5}
b) B=fbeR|b<0yb >-7} e) E(5,2)
0) (—ee, =5] f) Los ndrmeros enteros menores que —2

M 5. Expresa de forma simbélica los siguientes conjuntos; estudia su acatacion y la existencia de supremo, infimo, maximo y

miinimo:

3 1 > e T

b) —Z 2 €) T3 3 5

9 % S . D —s e 7

B 6. Estudia la acotacién de los siguientes conjuntos; determina si existen supremo, infimo, maximo y minime:

a) E(5,6) g) E*(-5, 1) wE(-5,1)w -5
b) (=3, 1) [0, 3] fy F={feR|f<0 6 f<5}
o [3.0u(-1,3] gl E*(2,5) M E(5, 4)

d D={neN|n>3yn<9} h) f=[;— neNyn:O]

B 7. Expresa en forma de intervalo los siguientes conjuntos; estudia su acotacion y la existencia de maxirno y minirmo:
a) E(-2,4)nE2,2)
b) xe Rlx<2 y x2-2}u{xe Rl x>0}



SOLUCIONES

1. Quedan del siguiente modo:

3eN; 4,23cQ V13¢€l; 0eN; —%e@;
- 12
J64=8¢N; 1,03 Q; -~ =4l

-8=-"2¢€eZ; 1el; —EEQ
T 0,5

2. Las siguientes afirmaciones son:

a) Verdadero, todos los decimales son relacionales excepto los decimales infinitos y no
periodicos.
b) Falso, s6lo son naturales los enteros positivos y el cero.

c) Falso, % es racional y entero.

d) Verdadero, todos los decimales infinitos no periddicos son reales e irracionales.

3. Quedaria representado del siguiente modo:

& _;::}Jh"\-
I..-’f \"f_l‘-ﬁ\ /I‘I.. -‘:E,- L4 -\11
9 -8 7 -6 5 -4 372 - 024012 3 4 5
R AL S
T T et
32 18 2. 4 07 8LE .5 Yz
V9 3 &
4. Las representaciones quedarian:
a) I . >
0 3
b)
iy 0
c) = .
-5
d  0-e--9-e-0-9-9-0-9--»
&= 4 3 2 41 0 1 2 3.
e) O O
3 7
" e e e e e &
o 1 2 3 4 &
g) —© O O
3 2 7



5. Quedan del siguiente modo:
a) (1, +«). No acotado.
b) (—2,2]. Acotado. Inf=-2. Maximo= 2.

c) [—4,—1]U [1,4). Acotado. Minimo=— 4. Sup = 4.

d) {xe Z|-1e x e 3}. Acotado. Minimo = —1. Maximo = 3.
e) (—3,3) U{5}. Acotado. Inf = -3. Maximo = 5.

f) (—x,5] U [5,+x) — {7}. No acotado.

6. Quedan del siguiente modo:
a) Acotado. Supremo = 11; infimo = 1.

b) Acotado. Sup =1; Inf =0 = Minimo.

¢) Acotado. Sup = 3; Inf = -3; Maximo = 3; Minimo = -3.
d) Acotado. Sup =8; Inf = 4; Maximo = 8; Minimo = 4.
e) Acotado. Sup = -4; Inf = —6.

f) No acotado inferiormente, por tanto no esta acotado.
g) Acotado. Sup =7; Inf =1.

h) Acotado. Sup =1; Inf =0; Maximo =1.

7. Quedan del siguiente modo:
a) E(-2,4)nE(2,2) = (—6,2) n(0,4) =(0,2). Acotado.

b) [-2,+%). No acotado. Minimo en el —2.
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H &

M 10.
Wi,
M2

H 13

W 14.

Rellena la tabla siguiente en tu cuaderno:

Aproximacion Aproximacion Redond T fant
decimal a milésimas| decimal a centési- ey St
Valor exacto décimas y cota centésimas y cota
por defecto y cota | mas por exceso y ST o
de error cota de error
2,236067...
3,421
0,001
0,8
0,05
32,42
0,01

. Dado el ndmera 1 724,157203...

Indica cudles de |as siguientes aproximaciones decirnales del ntimero anterior son redondeos. En los casos en que lo sean,
anota la cota de error.

‘ 1725 ‘ 172416 | 17242 | 1724, 1720 | 1724158 ‘1 ?24,15?2‘

; ; 221 :
Calcula, aproximadamente, el error absoluto y relativo que se comete al tomar? como valor aproximado de .
Calcula, aproximadarrente, el error absoluto y relativo que se comete al redondear el nimero de oro @ a centésimas.

Expresa en notacion cientifica las siguientes cantidades, y determina el orden de magnitud:

a) Distancia Tierra-Luna: 384 000 km e) 57 billones
b) Distancia Tierra-Sol: 150 000 000 km f) 623 cienmilésimas
c) Virus de la gripe: 0,000 000 002 2 m g) 0,035 millones

2

d) Radio del protén: 0,000 000 000 05 m ) 12 centésimas

Un afno-luz es la distancia recorrida por la luz en un afio:
1 afio-luz = 9,4605 - 10" km
Sabiendo que:
distanciarierrauna = 384 403 krm v
distancianerass = 1,5 - 10% km
Calcula con redondeo a centésimas la distancia de la Tie-

rra a la Luna en segundos-luz, y la distancia Tierra-Sol en
rrinutos-luz.

En un supermercado nos presentan la cuenta a cobrar en
euros. Los productos que hemos cormprado tienen los si-
guientes precios:

a) 1,325 euros d) 122,553 euros
b) 0,477 euros e) 82,572 euros
c) 25,008 euros f) 7.634 euros

El supermercado redondea a centésimas de euro. ;Cuan-
tos euros pagaremos si el supermercado prirmero redon-
deay luego suma? ;y si primero suma y luego redondea?

10



SOLUCIONES

8. Latabla completa se presenta del siguiente modo:

9. Para cada uno de los numeros queda:

10.

11.

Aproximacién

Aproximacion

. o . . Redondeo a Truncamiento a
Valor exacto dleclline) el illesinet | Celiel fenlesis décimas y cota | centésimas y cota de
por defecto y cota por exceso y cota de de error error
de error error
2,236 2,24 2,2 2,23
2,236067...
Cota 0,001 Cota 0,01 Cota 0,05 Cota 0,01
3,421 3,43 3.4 3,42
3,42173...
Cota 0,001 Cota 0,01 Cota 0,05 Cota 0,01
0,764 0,77 0,8 0,76
0,7643...
Cota 0,001 Cota 0,01 Cota 0,05 Cota 0,01
32,427 32,43 32,4 32,42
32,42751...
Cota 0,001 Cota 0,01 Cota 0,05 Cota 0,01

1725 no es redondeo.

1724,16 es un redondeo a centésimas. Cota de error 0,005.

1724,2 es un redondeo a décimas. Cota de error 0,05.

1724,1no es redondeo.
1724,158 no esredondeo.
1724,1572 es un redondeo a diezmilésimas. Cotade error 0,00005.

Realizamos el siguiente célculo:

Consideramos como valor real 1=3,141592.

Error absoluto :

221

‘3,141592 T =0,028916...

Errorrelativo :

Error absoluto ~0,028916

Valor real

3141592

El nimero de oro es :

®=1,61803398...

Redondeo a centésimas : 1,62
Error absoluto=0,00197...
Error relativo=0,00121506...

0092...

11



12.

13.

14.

La notacion cientifica queda:

a) 3,84x10° Orden de magnitud 10°.
b) 1,5x10° Orden de magnitud 10°.
c) 2,2x10°. Orden de magnitud 10°.
d) 5x10™ Orden de magnitud 10™.
e) 5,7x10". Orden de magnitud 10*.
f) 6,23x10°. Orden de magnitud 10%
g) 3,5x10" Orden de magnitud 10°.
h) 1,2x10% Orden de magnitud 10%

El célculo queda:

1afio - luz=9,4605 %10 km =1 segundo—luz es:

9,4605 x 10"

365 x 24 x 60 x 60
Distancia de la Tierra a la Luna es 384 403 km, es decir :

384403 :299990,4871=1,28138 segundos — luz
redondeando a las centésimas es 1,28 segundos — luz.

=299990,4871km

Distancia de la Tierra al Sol es 1,5 x10° km, es decir :
1,5x10° : 17999429,22=8,333596 minutos — luz
que redondeando a las centésimas es 8,33 minutos - luz.

Quedaria:

Primero redondea y luego suma:
1,33+0,48+25,01+122,55+82,57+7,63=239,57 euros.
Primero sumamosy después redondeamos a centésimas :

1,325+0,477+25,008+122,553+82,572+7,634=239,569 euros.

gue redondeando a la centésima queda : 239,57 euros.

12
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ACTIVIDADES FINALES

B 15. Efectua las siguientes operaciones haciendo uso de la calculadora:

d) 2,32-10°-7,2- 107

e) 97-107-(83-10"-52-107)
f)y 5-10"-45-107:1,5-10%

H 16

7.

H 18

M 19

H 20.

N 22

a) 1,57 -107 +4,325- 107
b) 6,215 10%:3,25 - 107
¢ 2,9-10*+3,25-10%-7,2-10°

Caleula las siguientes raices:

Expresa en forma de potencia las raices, o en forma de raiz las potencias siguientes:

a) \25a2h* c) V3 64a%6%
b) V32" d) V62527
a) Va g Va@

z
b) 22

R
d) 52

Pon las siguientes expresiones bajo un (nico radical:

a) \/% g}

%
=

3V3

b) (Va) g (Vavb |

Extrae todos los factores posibles de los radicales siguientes:

a) V1000 q Ve
b) Va'b? d) Vi
Introduce los factores en el radical:

a) 4V2 0 3V3

b) 2abVa? d) a’b*V2ab®

b) Va-& d) 2 Va
Efectua las siguientes operaciones:
a) 3\/5—%\/5%\/5—%\/5
b) %\:@ + %\4/5— %\dﬁ

) %\/5—\/54'%\/1_—1\/@

4
d) 2V16 - 5V/54 + %\/3 250

e) 5V4x—3V/36x + V25x - 6Vx
) 6VN + 0V —32V27x

el 3\3/5

f) 4.3‘\/3 ah
. Calcula, presentando el resultado en forma de raiz y en forma de potencia:

a) V2 V2 0 V2a*: V2@ e V3 V3

f) a:Va

wn

13



SOLUCIONES

15. Las soluciones son:

a) 4,32657 %107 d) 167040
b) 1,912307692 x 10° e) 75466
c) 21735 f) 1500

16. Las soluciones son:

a) 5ab’ c) 4a’b e) 3a°
b) 2x? d) 5z2° f) 2xy?

17. Las expresiones quedan:

a) a’ c) a’- e) a2 g) a’
b) ¥4 d) \/5 f) ﬁ h) 322

18. Las expresiones quedan:

a) ¢8=+2 c) Y37 e) ¥a
b) 3[a10b5 d) 4[a24b4 ZaGb f) 12[a11
19. Las expresiones quedan:
a)10~/10 C) 2aila® e) 4a’b’+/ab g) 2 /a®+1
b)abi/a d) x?y4ly f) yz¥/xz’ h) a/1-b

20. Los radicales quedan:

a) /32 c) <‘/3—6 e) ¥27a
b) ¥/8a’b’ d) +2a°b™ f) ¥64a°b

14



21. La solucion queda:

a) V2° =2

b) a® =a”

22. La solucion queda:

a) %\/E
15

b) — 143
12

c) E/E:a%
d) Ya®=a”

C) ﬂ\/E
20

d) —-1032

e) §f37 =3
f) Ja=a’

e) —9Jx
f) —2x*3/x

15



PAGINA 31

M 23. Realiza las siguientes operaciones simplificando lo mds posible los resultados:

M 24,

N 25.

M 26.

H27.

212 - V15 - V20

h) V3(2V3 - V5) - V5(2v5 3)

(3v3 + V3 - 3(VZ - V3)
(V75-V27 +2V12) :3V3
0 (4v63-5V28): (V343 -V175)
(T\/I—T\/Z'_O)-?vﬁ

YRR

V3 - V27 - V243
VB ab?® - \/5 2a%b?
Vs vz

_MV2 ¥
(2\/? +3) —aV7(V7 +3)
o (2+v2)(2-v2)-(2+2) 1)
0 (4ViB-2V1Z+V32)-2V2
e) ( 3 +2\/_) \/_ \/_) \/_
f) (V72-v20-v2) (V2 + 2VB + 25) )
Reduce a indice comun y ordena de menor a mayor las raices de cada apartado:
a) V2,V5 d)
b) Va, V6 &)
9 V2,V3,V5 f)
Opera:
a) V5-v2-Ve e)
b) Va*-Va:Va f)
o V2ab:V8ah g)
d) V4 4 h)
64
Racionaliza las siguientes fracciones:
2 1
o . d —'
V2 2V5
7 3
b) 5 e)
V7-V3 2+V2
o V5-2 1
VE+2 3V5-2v7
Realiza las operaciones racionalizando previamente:
5 3
a) — Vo6-—_1/180 0
ViV
IV 1 d
3-2V2 V2

Vi {592
V2
%
g) 7
h) V3
3-2V3
i) \/?-H
27 +5
[5_ [3
V3 Vs
200
1+V3  1-\3

16



SOLUCIONES

23. Quedan:
9
a)E—zﬁ d) 64 - 86
b) 9 e) 3-3/6
c)—4-42 f) 30
24. La solucion queda:
) 457 <42 0 457 <42 <45
b) ¥l6* <¥/a° d) ¥10° < ¥100°

25. Tras operar obtenemos:

2) /8640000 e) /3

b) Ya* f) %16a"b"
o) 1> o) {3

2a
d)1 h) ¥/2* =2%/2

26. Tras racionalizar se obtiene:

a) V2 d) V5
10
by 75 . 32 23/3087 0 632
3 3 2
9-ay8 ) 11(3\/? 2/7)

27. La solucion queda:

a) 1143 C) @
15
b) M d) 24/3

2

g) 120 2
h) -4 k) 1
) 6+12/6 ) —%
o) ¥z <42 <42
f) i‘/573 < i‘/372
162
9)
3
h) —-2-+/3
i) 3-/7

17



PAGINA 32

ACTIVIDADES FINALES

M 28. Calcula, simplificando al maximo el valor de:

4243 e 2 > 264 . 5
SV el AT fa) Nﬁ.( +
V16 V32 NERRRT)
3 2 V8
b) (2\/6+5\/8_——\/125)i d) (—\?255— £ ):—
5 ‘g 3 972 ) 2
M 29. Racionaliza, efectua y simplifica la expresion:
3'\/5 2 \/E 5
a) ————— \/g— 2 ) —+
43-3v2 ( ) 2V5-4  2V5
b 2V3-3  2V3+3 a Vi a’z
2343 2V3-3 V7 +2 \/ 7
M 30. Efectuay simplifica:
a) V4Voav720 9 VsVsVsys e) (V250-V16) V4

A

81 & V7-2v6-V7+2v6 f) V3-1
\/§+‘I

b) 14+ V7-

M 31. Elevando al cuadrado armbos miembros, comprueba que \/4 +2 \/5— \/4 -2 \/§ =2.

M 32. Demuestra la identidad:

V2+V3  V2+VE

2 T4

M 33. Racionaliza las siguientes fracciones:

2 V5-v3-2
o) e DRt
V2+ \/§ Vg * \/§_ 2
M 34. Efectia la siguiente operacién:
1 V542 V2
V5-2

M 35. Halla dos numeros racionales positivos x e y tales que:

V11 +ﬁ=\/§+\/}7

M 36. Calcula el valor de |a siguiente expresién:
1+V6\  (1-V6 )2
1-v6 1+Ve




SOLUCIONES

28. Queda:
V8 -383/3
a) ‘/_—2‘/_ c)48+10%9
b) 92 d) 2
29. Tras simplificar obtenemos:
226 -37 5+35
a) ——— c)
5 2
49-20~/7
b) - 83 d) —\/_
21
30. Queda:
a) 6 d) 5
b) 4 e) 6
6-~/2

31. Elevamos los dos miembros al cuadrado:

(\/4+2\@—\/4—2\6)2=22 - 4+2\/§—2\/(4+2\@).(4_2ﬁ)+4—2ﬁ=4

— 8-2/4=4 = 8-4=4 Severifica la igualdad.

32. Elevamos los dos miembros al cuadrado:

2 4 4 4

(\/2+\/§J2_£x/§+x/§jz - 2+\/§=2+2\/ﬁ+6

N 2+v3  8+44/3

4 16

Se verifica la igualdad



33. Queda:

2 2,/2-/3 22— J_ 3
J2+Vr ,J2+VF 2— Vr) J4 3

pEe (B2 (5312) 120 2ua e

J5 3 -2 (V5+v3) -2 T 24415 11

34. Queda:

J5+2 9+4J5 -85
(\/_ 2} =1- 9_4\/5:9_4\6:—160—72\/5

35. Elevamos al cuadrado y agrupamos:

11+/112 =X +y + 24Xy = 11++/112 =x+Yy +/4xy

De donde se obtienen dos ecuaciones que forman el siguiente sistema :

Xx+y=11 ) ) ox=7 . x=4
= Las dos posibles soluciones serian y también
4xy =112

36. Resolviendo:

(1+V6) (1-V6) 74246 7-246 _(7+2V6) ~(7-2V6) 5645
(1_\/5)2 (1+\/g)2_7—2\£ 7+24/6 72_(2\/5)2 25

20



Unidad 2 — Polinomios y fracciones algebraicas

PAGINA 35

cuestiones iniciales

1. Calcula el cociente y el resto en cada una de las siguientes divisiones:
a) (F=3F+4):(x+1) by (x*—x) :(x—2)

2. Caleula el valor de a para que el polinomio A(x) = X + ax° — 7x — 2

dé como resto 5 al dividirlo por x + 3.

3. Descompon en factores los siguientes polinornios:

a) A(x) = x> —5x* + 6x b) B(x)=x*-16
4. Efectia la siguiente operacion y expresa el resultado en forma de frac-

cién irreducible:
X 1 k X -x
x—1 x+1 X+ 1

SOLUCIONES

1. Diremos que:

a) Resto 0; Cociente x*—4x+4

b) Resto 14; Cociente x° +2x° +4x+7

2. Utilizando el teorema del resto:

Resto=A(-3) = 5=(-3)’+a(-3)*-7(-3)-2 = azg

3. La descomposicion queda:
a)x’ —5x*+6x=x(x-2)(x-3)
b)x* -16=(x-2) (x +2) (x> + 4)

4. Operando obtenemos:

X2 +1 x(x-1) x

(x=1)(x+1) x*+1  x+1

21



PAGINA 49

M Practica lo dicho anteriormente con los siguientes problemas:

1. Relaciones familiares. Por ah( vienen nuestros padres, padres de nuestros hijos, rmaridos de nuestras madres y nuestros
propios maridos. ;Es esto cierto?

2. Animado baile. Cuarenta y dos personas toman parte en un baile. Durante la velada, una primera dama bail6 con sie-
te caballeros; una sequnda, con ocho; una tercera, con nueve; y asi sucesivamente hasta la tltima, que baild con todos
los caballeros. ;Cuantas damas habia en aquel baile?

3. La perra Cati. Luis va todos los dias desde su casa a la sierra mds cercana, gue dista 1,5 km. Va acornpanado de su perra
mastina Cati, que va corriendo a la sierra. Cuando la perra llega a la sierra, vuelve con Luis y asf sucesivamente, hasta que
Luis llega a la sierra. Luis carnina a 6 krn/h y Cativa a 16 km/h. ;Cuantos km recorre Cati?

4. La edad de Astérix. ;Qué edad tenfa Astérix en el afo 2000, sabiendo que esa edad es igual a la suma de las tres ulti-
mas cifras de su afio de nacimiento?

SOLUCIONES

1. Si puede ser cierto; se trata de dos padres que se han casado cada uno con la hija del otro.

2. Diremos que:

S
I Il
o N

N

a, =7+(n-1-1=n+6
Ademas sabemos que a, +n=42 = n=18 damas.
a, =42-18=24 caballeros.

Habia 18 damas y 24 caballeros.

3. Luis tarda 15 minutos en llegar a la sierra.
La perra, por lo tanto, ha estado moviéndose durante 15 minutos. Por tanto ha recorrido:

16 kr%:4=4 kilometros.

4. Diremos que:

2000-19xy =9+ Xx+Yy
2000-(1000+900+10x+y)=9+ x+y
= 1Mx+2y=91 = x=7 y=7
Es decir, Astérix nacié en el ano 1 977 y en el afo 2 000 tendra 23 afios.

22



PAGINA 52

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Encuentra el polinomio A(x) que satisfaga la igualdad (¥ =3) - Alx) = &% + 2 — 3x — 6 de tres formas diferentes:
a) Utilizando la definicion de identidad de polinomios

b) Utilizando el principio de identidad de polinomios
c) Usando la division de polinomios

M 2. Caleula 2, b y ¢ en las siguientes situaciones:
a) Siax’ + 6x + b es el cuadrado del binomio 2x + ¢
b) Sise cumple (x—2) (2 + bx + )= 2 — 9 + 14x -8

B 3. Dados los polinomios P{x) = (3x — 20, Qlx) = (dx—1)- (dx + 1) y R =4x(x + 1) — (2x + 3), calcula los siguientes valo-
res NUMEricos:

P(2); QWV2) R(-1); P(%); o(—%): R(0)

B 4. Determina a y b de modo que sea cierta la siguiente igualdad:

(P—2x+3) - {ax+b) +5=x -4 + Tx—1

Il 5. Descompdn en factores los siguientes polinomios:
a) Alx)=x"-25¢+ 144
b) Blx)=x>+2x* +x
0 Chd=xX=x—x+1
d) DOx)=8x"+2x"—13x+3
e) E)=x'-2x-2x"-2x-3

M 6. Calcula el MCD y el mcm de los siguentes polinomios:
a) Alx)=x"—5x +6x; BX)=x"+x-6
b) Cxi=x—4x*+5x—-6; DX =x’-5x>+8x—-4
O EG)=2x—-2"-2x-4; FlX)=-2x—x+10

1 El jardin meridional, de Paul Klee.

M 7. Resuelve las siguientes cuestiones:

. . . 1
a) Calcula el valor de k para que el polinomio P(x) = 2x° — kx* + x + 6 sea multiplo de x — >

b

Calcula a y b para gue el polinomio A(x) = x* + 6x° + ax + b sea divisible por x* - 4.

c) Calcula el valor de m para que el resto de la division OC -4 — mx) : (x + V§) sea 5\/§.

d) Calcula el resto de dividir el polinomio C(x) =¥ —\2x+ % por el binomio x + 1—.

V2

e) Calcula a, b y ¢ en el polinomio B(x) =x° + ax® + bx + ¢ para que sea divisible por x—2, por x+ 1 y dé resto 4
al dividirlo entre x.



SOLUCIONES

1. Quedan del siguiente modo:

e Mediante identidad de polinomios:

(x?=3)(ax+b)=x*+2x*-3x -6

ax® +bx?-3ax—3b = x*+2x* -3x-6

Identificando coeficientes obtenemos:

a=1, b=2 = el polinomio A(X) =x+2

e Mediante division:
x®+2x*-3x-6

= =X

AlX) x?-3

+2

2. El célculo queda:

a) ax’ +6x+b=(2x+c)?

2 A2 2 _9
ax‘+6x+b=4x"+4cx+c° = b—A

b) (x—2)(ax®+bx+c)=2x>-9x* +14x -8

a=2
= a=2
b-2a=-9
ax® +bx® +cx—2ax* —2bx -2c=2x>-9x*+14x-8 = = b=-5
c-2b=14
= c=4
-2c =-8

3. Quedarian:

P(2)=(3-2-2) =16
Q(N2)=(4v2 ~ 1) (4/2 +1)=31

o)



4. Operando y utilizando la identidad de polinomios:
a=1 b=-2
5. Las descomposiciones pedidas son:

a) A(X)=(x —3)(x+3)(x—4)(x +4)
b) B(x)=x (x +1)*
c) C(X)=(x —1)* (x + 1)

1 3
d)D(x)=8(x —1)(x —Zj(x +Ej

e)E(x) =(x+1)* (x+1)(x-3)

6. En cada uno de los casos descomponemos los polinomios en factores y calculamos el MCD y
el mem.
a) AX)=x (x-3)(x-2) MCD [A(X), B(x)] = (x —2)
=
B(x)=(x+3)(x-2) mcm [A(X), B(x)] = x (x =3) (x—-2) (x +3)

b) C(x)=(x-3) (X’ -x+2) MCD [C(x), D(x)] =1
- mcm [C(x), D(x)] =C(x)-D(x)

D(x) = (x - 2)* (x 1)

) E(x)=2 (X2 +x+1) (x-2) MCD [E(x), F(x)] = 2 (x = 2)

5 = mem [E(x), F(x)] = =2 (x—2)(x2+x+1)(x+§j
F(x):—2(x—2)(x+5) 2

25



7. Quedaria:

a) El resto de dividir P(x) por x—% debe ser cero.
1 1Y’ 17 1

Resto=P|—| = 2|—| -K|—=| +=+6=0 = K=27
2 2 2 2

b) Ha de ser divisible por (x—-2) y por (x+2). Por tanto:

A(2)=0 8+24+2a+b=0 a=-4
= =
A(-2)=0 —8+24-2a+b=0

c) Queda:
Resto =(—\/§)5—4 (—ﬁ)s—m (—\/5) = 5\/5 => m=2

d) Queda:

e) Queda:
Para que sea divisible por (x—2) = B(2)=0

8+4a+2b+c=0 a=-3
Para que sea divisible por (x+1) = B(-1)=0 = -1+a-b+c=0 ;} = b=0

Para que dé resto 4 al dividir por x = B(0) = 4



PAGINA 53

H 3

M0

Obtén la fraccion irreducible en cada una de las siguientes:

a) 5x* — 15x 9 B—x—x*
1057 + 152 X2 +2x—-8

o) 2x-4 X—x'—8x+12
X —4x+4 X —6x?+2x+12

. Efectua las siguientes operaciones y presenta el resultado en forma de fraccion irreducible:

2) 5x . 3 f X —6x+5 2¥-8 2x-10
x+3 x-2 X+5x+6  x2—x  xX+3x
2x—1 2 1 x—1

b = e |2

) -4  x+2 9 ( x) X

c) X 5 ex by | x+ o P
Xx-3 x+3 x*-9 x=1 x=1

d) 2x-6  5x+5 i x _31) x3+ 9x
x2-1 4x-12 3 X x-3

o) x-1  x*-1 ) x+1 1 1
2x+6  3x-9 ! 2x x+1  x-1

Descompdn en suma de fracciones simples cada una de las siguientes fracciones:

Sx+2 d) A + 5 ) -2 + 2x—4
3¢ +x X=X+ 2x-2 9 B—dx
o) 2x+ 10 o) 2x - 10x + 20 b X +2
X —2x"+3x-6 X -2 -4x+8 X+ 1
0 21 f DEETIE ) ) i 20—
2 +2x—8 X+ X X —2x+1

. Halla Ay B para que sean ciertas cada una de las siguientes igualdades:

5 3¢ -12x-6 _ -2 . Ax+ B
x=2)(x+12  x=2 (x+17

b) 3¢ -12x-6 B -2 . A + B
=20 (c+1F  x=2  (x+17  x+1

. Encuentra el polinomio de segundo grado P(x) que cumple:

e P(0)=-5
¢ Tiene como raiz x = —1
e Daresto 9 al dividirlo por x + 2

27



SOLUCIONES

8. Queda en cada caso:

S’ —15x  5x(x-3) = x-3
10x* +15x*  5x°(2x+3) 2x* +3x

2x-4  2(x-2) 2
X' —4x+4 (x-2) x-2

6-x-x" (Xx-2)(x+3)(-1) -x-3

X +2X-8  (x—=2)(x+4) X+ 4

X —BX' +2X+12  (x-2)(X'—4x-6) X —4x-6 X —4x—6

X' =x"-8x+12  (x-2) (x+3) (X-2)(x+3) X' +x-6

9. Queda en cada caso:

5x 3 5x* -7x+9
a) + =
X+3 X-2 (x+3)(x-2)

2x-1 2 3

b) =
X*—4 x+42 X -4

77X ~ 5 N 6x _7x2+22x+15
X-3 x+3 x -9 x* -9

c)

2x-6 5x+5 = 2(x-3)-5-(x+1) 5

9 X =1 4x-12 (X=1)(x+1)-4-(x-3) 2x-2

. x-1 _ x*-1  (x=-1)-(-3)-(x+3) -3
2X+6 -3x-9 2 (x+3)(X-1)(x+1) 2x+2

x2—6x+5.2x2—8 - 2x-10 _ (X-1)(x-5)-2-x-2)(x+2)-x-(x+3) e

X*+5x+6 X —X X' +3x (X+2) (X +3)-x-(x=1)-2-(x=5)

9) (X_l):x—1:x _1:X_1=x+1

X X X X

28



( X j( X j X* X -2x X*(x = 1) X
h) [ X+—— |:| x- = : = =
X -1 X -1 x-1 x-1 (x=1)-x-(x=-2) x-2

) (i_EJ'Xsﬁ-gX _ X -9 X 4+9x _ (x=3) (x+3)-x-(X' +9)

3 x) x-3 3x X-3 3-x-(x-3)
(X+3) (X" +9) X' +3x"+9x+27
3 3
) X+1 T 1 ) x+1 -2 _ —2-(x+1) -1
2x \x+1 x-1 2x (x+1)x-1 2-x-(x+1)(x-1) x*—Xx

10. La descomposicién en cada caso queda:

4 5X+2  5x+2 2 1
3X*+x  x (3x+1) x 3x+1

2x+10 2x+10 2 —2X -2

= +
xX*—2x’+3x-6 (x—-2)(xX*+3) x-2 x'+3

1

3
c) 2x -1 _ 2x —1 _ 2 N 2
X' +2x-8 (x-2)(x+4) x-2 x+4

d) 4x*+5 _ 4x*+5 3 N X+1
X =X"+2x-2 (X-1)(xX*+2) x-1 x*+2

o 2x" -10x+20  2x°-10x+20 3 N 2 N -1
X*=2x"-4x+8 (X+2)(x-2) x+2 (x=-2) x-2

2x°+x°-2x-2 (2x-1) (X’ -X-2 —X -
X*+ X" —2X :(x ) (X*+X)—X =(2X—1)+X—=2X—1+—+—

f
) X’ +X X*+X X (X +1) X  X+1

a) —2X°+2x-4 = -2X"+2x -4 1A N -2
x> —4x X (Xx—2) (X+2) X X—-2 X+2
by X2 (D33
X+1 X+1 X+1
i 2-x-x*  —(x+2)(x-1) -x-2 3

= = :—1—
X —2x+1 (x—1)? X —1 X —1

29



11. Los valores en cada caso son:

a) -2 +Ax+B =2 (x+1) +(Ax+B) (x-2)
X—2 (x+17 (X —2) (X + 1)

= —2(x+17 +(Ax+B) (x—2)=3x" - 12x - 6

Por el principio de identidad de polinomios obtenemos:

b)

A=5 y B=2

-2 A B 2(X+1)+A(X-2)+B(x-2)(x+1)

+ + =

Xx—-2 (x+1) x+1 (x=2)(x+1)y

= 2(X+1)+A(X-2)+B(x-2)(x+1)=3x"-12x -6
Por el principio de identidad de polinomios obtenemos:

12. Queda:

El polinomio es: P(x)=ax’ +bx +c

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
P(0)=-5 = c=-5 a=2
P(-1)=0 = a-b+c=0 = b=-3
P(-2)=9 = 4a-2b+c=9 c=-5

El polinomio buscado es: 2x*-3x-5.

A=-3 y B=5
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ACTIVIDADES FINALES

W14

M 18

M 19

M 20.

M2

. Caleula las siguientes potencias simplificando los resultados:

5 X _ay 1.3
a) 3+x o 4-x e) (3\/_ 3) g)(2 4)()

by (1+ 2x° d (-2 +V2)* f) (3 +2x%° h) (%+ 3)()5

, : 1Y )
En el desarrollo del binomio (3)(— 7) , escribe:

a) El quinto término b) El coeficiente del sexto c) El exponente del cuarto

. Caleula (x + 3)* + (x— 3)".

. Efectda las siguientes operaciones ofreciendo el resultado como fraccién irreducible:

1 X 1+2x_
T+x 1-x2 x—2
aj —MmM—— b —mM8M8M
X =20 2 +4x
1+
T-x x-2

. Encuentra un polinomio de grado 4 en cada uno de los siguientes casos:

a) Coeficiente principal —1; raiz doble 1; rafces simples 0 y -1
b) Coeficiente principal 2; raiz simple —2; raiz triple -1
c) Raicessimples 1, 2, 3 y 4

Halla A B y Cde modo que sea cierta la siguiente igualdad:

S5x2—x+12 _i+ Bx + C
XC+dx  x  X+4

Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla el término sexto del desarrallo de (1 + x)'°.
b) Halla el término central del desarrollo de (3 — 4x)".

¢) Halla el lugar que ocupa el término en el que x tiene exponente 18 del desarrollo (% + V/x)'2.

_— . . , 1 &
Calcula el valor del término independiente en el desarrollo del binomio (7 - 2)() .

Opera y simplifica:

x-a x+a 1__m 2 i+ 1
X+a e —a m+ 1 m
a —mMm8M8M——— b)
_ 2
(X a) 1 R 1o
X+a m+1 m
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SOLUCIONES

13. Utilizando el binomio de Newton y operando obtenemos:

a) (3+ x)5 =243+ 405x + 270x* +90x°> +15x* + x°
b) (14+2x)° =1+ 12x+ 60x* +160x° + 240x* +192x° +64x°
c) (4-x) =16384 - 28672x + 21504x* —8960x’ +2240x" —336x° +28x° —x’

d) (-2++/2) =68-48V2
0 (3\/—_%) 6148443 297676

27 243

f)(—3+2x2)5=32x“ﬁ—240x8+720x6—1080x4+810x2—243

e e

g)| ——— ———X+—X + X
2 4 16 8 32 32 256
1 © 1

h) [——3xj =—+ix+—0x2—30x3'+135x“+243x5
3 243 27 3

14. En cada uno de los casos quedaria:

7 s (1) 945

a)T.=|  |(3x)|-—| =22

LEHICOREIE

7 1 1

b) T, =| _ [-(3x)"- ——j =—i39: Coeficiente =—189
5 X X
7 af 1Y -

c)T,.= 3 -(3x)":| —=— | =—2835x = Exponente del término en x es 1

X

15. Desarrollando cada una de las potencias mediante la férmula del binomio de Newton
obtenemos:

(x+3)" +(x=3)" =(x* +12x° +54x* +108x +81)+(x* =12x° +54x* -108x + 81)=
=2x*+108x* +162

32



16. Ambos resultados quedan:

1 X 1-2x
a) THx 1= (1=x) (1+x) _ (1-2x)-(1-x) _ 1
X —2x’ X (1-2x) X(1=x) (1+x) (1-2x)  x(x+1)
1-X 1-x
1+2x_2 5
X—2 x_-2 5:(x-2) 1
b) = = =—
1 2H4x 9X 5x(x-2) X
X—2 X—-2

17. Los polinomios pedidos son:

a) P(x)=—1-(x=1)"(x=0)(x+1)=-x* +x* +x* = x
b) P(x)=2-(x+1)’ (x+2)=2x* +10x> +18x* +14x + 4
c) P(x)=a-(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=a-(x* —10x* +35x* —50x + 24)

18. Operamos y aplicamos el principio de identidad de polinomios:

Bx? _x 112 A(x2+4)+(Bx+C)x A=3
= = 5x°-x+12=(A+B)x*+Cx+4A = { B=2
x® +4x x(x2+4) Co 1

19. Queda lo siguiente:

a)T, =(150j-(1)5 -(x)’ =252x"

b) T

70

e -2

12
{ . j.(3)6 (~4x)° =924.3°-4° .x° =2759049 216x’

n

3n
Por tanto: 24—?:18 = n=4 es el término quinto.



20. Desarrollamos:

N TR PO I

Por tanto, el término independiente cumplira: 2n-6=0 = n=3

El valor del término independiente es:

T, =(2N%)3 (-2x)"=-160

21. Ambos resultados quedan:

x-a x'+a’ —2ax
a) X+a x'-a’ yx'_g°  —2ax(x+a) = x+a
x—a) —4ax  —d4ax(x-a)(x+a) 2x-2a
X+a (x+a)
(1_ m j 2 1 1 2m+1
by LM+ mom (Mt (2m+1)-(m+1)-m
LM T 2met m=T (may2m+1)-m* - (m-1)
m+1 m m + 1 m
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Unidad 3 — Ecuaciones y sistemas de ecuaciones.
Inecuaciones

PAGINA 57

cuestiones iniciales

1. Halla los valores que, sustituidos por x, verifiquen las igualdades
siguientes:

a) (x-2P=x"-5x+5 b) (x+ 1P =x"+2x+ 1

2. ;Qué dos nameros dan el mismo resultado cuando se suman que
cuando se multiplican? ;Y si consideramos tres nurreros?

3. En una competicion de baloncesto a doble vuelta participan 12 equi-
pos. Cada partido ganado vale 2 puntos, y los partidos perdidos, 1
punto (no puede haber empates). Al final de la competicion, un equi-
po tiene 36 puntos. ; Cudntos partidos ha ganado?

4. Los pueblos de Abejar, Buitrago y Cidones no estan situados en linea
recta. Para ir desde Abejar a Cidones, pasando por Buitrago, se reco-
rren 24 krn. En el camino de Buitrago a Abejar, pasando por Cidones,
se cubren 32 km. Desde Cidones a Buitrago, pasando por Abejar, se
recorren 28 km. ;Cudles son los pueblos mas cercanos entre sf?

SOLUCIONES

1. Operando obtenemos:

a) X’ —4x+4=x*-5x+5= x=1
Esta igualdad sélo se verifica para x=1.

b) Esta igualdad se verifica para todos los valores de x.

2. En cada uno de los casos:

X
« Son numeros X, y que verifican: x+y=x-y. Es decir: —1:y.
X_

. X . o
Todos los numeros x;—1 con x #1 dan el mismo resultado al sumar y al multiplicar.
X_

. . , X+
« En el caso de tres numeros, éstos quedarian de la forma: Xx;y; y con x-y=1yse
X

obtienen de forma analoga al caso anterior.



3. Llamamos x a los partidos ganados. Como participan 12 equipos a doble vuelta se juegan 22
partidos. Por tanto:
2-x+1-(22-x)=36
2x+22-x=36
x =14 partidos ganados.

4. Consideremos el siguiente esquema:

ABEJAR
"~

Nz
X \\\

.

BUITRAGO v CIDONES

Imponiendo las condiciones del problema:

X+y =24 x =10 km de Abejar a Buitrago
y+2z=32 ; = y =14 kmde Buitrago a Cidones

X+2=28 z =18 km de Abejar a Cidones
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PAGINA 77

M Practica la fase de busqueda de estrategias en la resolucién de los siguientes problernas:

1. Producto de cuatro enteros. Observa las siguientes igualdades:
1-2-3-4=5-1 2-3-4-5=11"-1 3:4:5-6=19"-1
i Sera siempre cierto que el producto de cuatro enteros consecutivos es un cuadrado perfecto menos uno?

2. Naves hacia Venus. Los cohetes A y B marchan hacia Venus a una velocidad de
50 000 krn/s, formando sus trayectorias hacia dicho planeta un angulo de 60°. En un
instante dado, hallindose ambos a 3 000 000 de km de Venus, A emite una sefal de
adio (velocidad de esta 300 000 km/s) que, una vez alcanzado B, es devuelta por este
hacia A. Este nuevarrente la reenvia y asi sucesivamente, hasta que ambos cohetes
llegan al planeta. Halla la distancia recorrida por las sefiales radio eléctricas desde su emi-
sion hasta ese momento.

3. A buen fin, mejor principio. ;En qué cifra terrmina 7%°7%2

SOLUCIONES

1.

Veamos si el producto de cuatro nimeros enteros (x-1)x(x+1)(x+2)es un cuadrado perfecto
menos una unidad.

(X=X (x+1) (x+2)=x*+2x>—x*-2x
= Luego (Xx—-1)x (x+1)(x+2)=(x*+x-1)7 -1
(X +x-17 =x*+2x> —x*-2x +1

Ambos cohetes tardan w:% segundos en alcanzar Venus. Durante este tiempo la

50000
sefal, en sus idas y venidas ha recorrido:

300000-60=18000000 km.

Planteamos lo siguiente:

7'=7 = termina en 7
77=49 = termina en 9
7°=343 = terminaen 3
7*=2401 = termina en1
7'=16807 = terminaen 7

Por tanto hay cuatro terminaciones distintas que se repiten ciclicamente; de modo que:

83578 |4

R=2 20894

Es decir, 7%**"®termina en el mismo numero que 77, es decir, termina en 9.
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PAGINA 80

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Resuelve |as siguientes ecuaciones:

a) 1-X+1 _ x| x-1
6 2 6

b) 3x+2 _izz
x+1 4

M 2. Resuelve |as siguientes ecuaciones:
a) 2x(x+3)=3x-1)

b) x+1=i

X
Q (x+2)x-2)=2(x+5)+21

d) S _x_,
x 3

M 3. Resuelve las siguientes cuestiones:

g 8 _1-4
X X

d X 2x-1 _1(2_x|_g
6 6 315 2|

e) (*-5)0F=-3)=-1
) x*=13x*+36=0
g) x**—(a+b)x+ab=0

h) x*+2ax+a*-b*=0

a) Halla el valor de m en la ecuacion x* + mx — 24 = 0 sabiendo que una de las raices es 8.

b) Las raices de la ecuacion x* + ax + b= 0son 2 y-3. Halla a y b.

) Halla b en la ecuacién 2x* + bx + 50 = 0 para que las dos raices de la ecuacion sean iguales.

d) Halla el valor de k en la ecuacién x? — (k + 5) x + 2 = 0 para que una raiz sea el doble que la otra.

M 4. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) ¥ +2°-5%x—6=0
b) —x*+x'—4x? +4x=0
¢ 4x*—65x*+16=0

M 5. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) vx2-5=2
b) Wxf-Bx+3=2x-1

0 V49 +x2=21

d) 9x*+5x*'-4=0

g) x°+19x*-216=0
2

X2 —3x

) x¥*-3x+1=

d) 3x-3Vx+3=x+3
el Vax-1-V2x-4=3

3
) Vx+3+Vx+ =\m

M 6. El dividendo de una divisidn es 1 081. El cociente y el resto son iguales y el divisor es doble del cociente. Halla el divisor.

M 7. Los dos catetos de un tridngulo rectangulo difieren en 5 unidades y la hipotenusa mide 25 crr. Calcula los catetos.

. ] 34 .
[l 8. La suma de un nurmero y su inverso es ?, jcuanto vale el nurmero?

M 9. El nimero de dias que tiene un afio tiene la propiedad de ser el tnico nimero que es suma de los cuadrados de tres nu-
meros consecutivos. Ademds, es también surma de los cuadrados de los dos ndmeros consecutivos a los anteriores. De-

rmuéstralo.
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SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

6 3
a) X=— b)x=3 c)x=4 d)x=—
) 5 ) ) ) 5

2. Las soluciones son:

a) 2x(x+3)=3(x-1) < 2x*+3x+3=0 No tiene soluciones reales.

b)x+1=§ o X+x-6=0 = x,=2X,=-3
X

c) (x+2)(x-2)=2(x+5)+21 < x°-2x-35=0 = Xx,=7;X,=-5
d)%—%:Z o X2+6x-27=0 = Xx,=3;X,=—9

e) (x*-5)(x*-3)=-1 < x*'-8x*+16=0 = x,=2;X,=—2

f) x* -13x*+36=0 = X,=2 X,=—2 X;=3; X,=-3

g) X*—(a+b)x+ab=0 = x,=a;x,=b

h) x* +2ax+(a’-b*)=0 = x,=(b-a); x,=(-a-b)
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3. Las soluciones quedan:
a) Si una de las raices de la ecuacidon es 8, ésta verificara la misma; es decir:

8°+8m-24=0 = m=-5
b) Si las raices de la ecuacién son 2 y — 3, éstas deben verificar la ecuacion, por lo tanto:

4+2a+b=0 a=1
=
9-3a+b=0 b=-6

c) Las dos raices son iguales si el valor del discriminante es nulo, es decir:
b’-4ac=0 = b*°-4.2.50=0 = b=x20
d) Sean x4y Xz las raices de la ecuacion. Sabemos que:
X, +X,=K+5

X, X, =2 =
X, =2X,

X = +1 Si x,=2; X, =1 = K=-2
X =2 = i

! Six,;=—2,X,=—-1 = K=-8

4. Las soluciones quedan:

a) x}+2x?-5x-6=0 < (x+1)(x-2)(x+3)=0
= Las soluciones son: x,=-1 X,=2; X;=-3

b) - x*+x®-4x*+4x=0 < —x(x-1)(x*+4)=0
= Las soluciones reales son: x,=0; x, =1

c) 4x* —65x*+16=0. Las soluciones de la ecuacion son: x, =%; X, :—%; X, =4; X, =—4
4 2 . ., 2 2
d) 9x" +5x°“ —-4=0. Las soluciones reales de la ecuacion son: x, =§; X, =-3

e) x*+19x®-216=0. Las soluciones reales de la ecuacién son: x,=2; x,=-3

f) x> =3x+1= o x*-6x*+10x*-3x-2=0

2

Factorizando la ecuacién obtenemos: (x—1)(x—2)(x*-3x—-1)=0

3413 3-413

Las soluciones son: X,=1 X,=2; X, = ) X,
2 2
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5. Las soluciones quedan:

a) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x* -9=0; asi las soluciones
quedarian: x,=3; X,=-3

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: 3x’+x-2=0; asi las

. . 2 . - ., 2
soluciones quedarian: x,=-1; X, =3 La solucion que verifica la ecuacion dada es x=§.

c) Operando de forma analoga a los casos anteriores obtenemos:
x*—43x2+432=0 = x,=33;x,=-3v3;x,=4; x,=—4
Las soluciones que verifican la ecuacion dada son: x,=4; x,=-4

d) Operando de forma analoga a los casos anteriores obtenemos:

4x* -21x-18=0 = x,=6;X, =—% donde la solucion buscada es: x,=6

e) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: —1=,/2x -4 y elevando de

nuevo se obtiene X:E, sin embargo esta solucion no verifica la ecuacion inicial, por lo que

se concluye que no existe solucion.

f) Elevando al cuadrado y operando:

«/x+3+\/x+6=\/3_3 o 3ox+3+(X16)(X13) < X2+ 9X + 18 = —x
X+

Elevando al cuadrado se obtiene: 9x+18=0 = x=-2

6. Las condiciones del problema nos dan:

1081 |2x
X

X

De donde se extrae: 1081=2x*+x cuyas soluciones son : X,=23; X, =—23,5.
El divisor de esta division es —46 6 47.
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El triangulo tiene por catetos x, x—5 y por hipotenusa 25, por lo tanto:
x*+(x-5)=25" < x*-5x-300=0 = x=20cm

Un cateto mide 20 cm y el otro 15 cm.

Llamando x al numero e imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

_ 3
’ X2 :g

w|o;

X+—=-— < 15x*-34x+15=0 = Las soluciones son: x, =

La expresion seria: (x -1 +x>+(x+1°=365 = x=11

Los numeros son: 10, 11y 12.

Los nimeros consecutivos a éstos son: 13y 14, y se cumple también que 13% +14% =365.
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PAGINA 81

B 10. Los estudiantes de 1° de Bachillerato estan preparando una excursion. La
agencia de viajes les da un presupuesto de 1 620 euros. En el dltirmo mo-
rnento, dos estudiantes se ponen enfermos y, al no poder ir de excursién,
el resto ha de pagar 4,80 euros mas cada uno. ;Cuantos estudiantes habfa
en el curso?

M 11. Resuelve los sisternas siguientes:

i.{.i-—j’
o y )x2+y2=1‘|7
Tla,z “ xy=s4
X y—2
b) y=x-3 " X+y=41
X+y=3 Vx+\Vy=9
0 2y-x=4 ) X+ xy+y =57
K —yt=-5 4 X —xy+y*=43
d X —y'=9
Xx-y=20

M 12. Halla las dimensiones del rectangulo de 60 cm?® de area y cuya base es 7 cm mas larga que su altura.

B 13. Marta quiere hacer el marco de un espejo con un listén de madera de 2 m, sin que le sobre ni le falte nada. Sabiendo que
el espejo es rectangular y que tiene una superficie de 24 dm?, ;de qué longitud deben ser los trozos que ha de cortar?

M 14. Lasuma de las areas de dos cuadrados es 3 250 m? y su diferencia 800 m?. Calcula la medida de sus lados.

M 15. Dos albafiiles hacen un trabajo en 3 horas. Uno de ellos lo harfa en 4 horas. Calcula el tiernpo que tardaria en hacerlo
el otro solo.

B 16. Utilizando el método de Gauss, resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y di de qué tipo son:

X+y+z=3 X+y+z=2 X—J/i:
a) {x+y=2 d) {2x+3y+5z=11 g {727
7=3 X—5y+62=29 gl
S ) a t-x=-3
X-y+2z=7 X+4y—8z=-8 X+y+1=6
b) {2x+y+52=10 e) {4dx+8y—z=14 h) X‘LZ*T'—"?
X+y-4z=-9 8x—y—-4z=—-10 Y+z+t=
- i X—y+2=0
X+3y—2z=-1 3x+4y-z=3 X—2y+3z="5
Q {x+z=2 fy {6x—6y+2z=-16 i 2X_Y+32=:
X—y+3z=
2X+5y=8 e 7= J
i e 3x+y-2z=0

M 17. La sumna de las tres cifras de un narnero es 7. La cifra de las centenas es igual a la surna de la de las decenas
rmas el doble de |a de |as unidades. Si se permutan entre si las cifras de las centenas y la de las unidades, el
nimero disminuye en 297 unidades. Calcula dicho narrero.



SOLUCIONES

10. Llamamos x al numero de estudiantes del curso e y a la cantidad de dinero que paga cada uno.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

x-y=1620 x=27 estudiantes
=

(x-2)(y+4,8)=1620 y =60 euros paga cada uno

11. Los sistemas resueltos quedan:

2 3
a) —+—=7 | Porreduccién obtenemos:

X=2| =—
_+_=ﬂ y 2
X

b) y=x’-3 } Por sustitucion obtenemos:

X+y=3
Y X=2| | x=-3
y:1 ’ y:6
c) 2y—x=4 }
x? —y2 =-5] Por sustitucién obtenemos:
2
X=—
X=2 6 3
y=3 y_z
3

d) x*-y*=9 } Por sustitucion obtenemos:
V=2
Xy =20 XxX=5|.,|x=-5

Por sustitucion obtenemos:
e) x> +y?=117

Xx=9 , [ Xx==-9| ,
X =6 5 X=-6
y=-9 y=9
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12.

13.

14.

15.

Por sustitucién obtenemos:

x=25 5 X =16
y =16 y =25

\/;+\/§=9

f) x+y=41}

g) X2 +xy +y? =57} Sumando ambas ecuaciones obtenemos x” +y? =50}

x? —xy —y?=43| Restando ambas ecuaciones obtenemos xy =7

Resolviendo este sistema por sustitucion obtenemos:

x=7 y=1| |x:—7 y=—1| |x=1 y=7| |x=—1 y=—7|

Llamando x a la longitud de la altura, la base tendra por longitud (7 +x). Conocida el area se
verifica:
x(7+x)=60 = x=5cm

El rectangulo mide 5 cm de alturay 12 cm de base.

Llamando x a la longitud de la base e y a la altura e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos:

2x+2y =20 X=6cm . X=4cm
X-y=24

Llamando x al area de un cuadrado e y al area del otro obtenemos:

X+y=3250 x =2025nv
s
x -y =800 y =1225n?

De donde el lado de un cuadrado mide 35 m y el del otro 45 m.

Llamando x al tiempo que tarda él solo en hacer el trabajo obtenemos:

= X=12 horas tardaria él solo.

1 1
4 —_—=—
X 3

NN
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16. Las soluciones quedan:

a)X+y+z=3 x=0
X+y=2 =>y=2
y+z=3 z=1

b) x+y+2z=7 X =1
2X+y+5z=10;, = y=-2

X+y—-4z=-9 z=2
C) Xx+3y—-2z=-1 X =-1
X+z=2 =>y=2
2x+5y =8 z=3
d) x+y+z=2 X =1
2x+3y+5z=11{ _, y=-2
X-8y +6z2=29 7-3
e) Xx+4y -8z=-8 X =0
4x+8y—-z=14 - y=2
8x-y—-4z=-10 -9
f) 3x+4y -z=3 X =-1
6X-6y+2z=—-16; = y =1
X—y+2z2=-6 z2=-2
g) x-y=1 X=3+m
y—z=1 y=2+m
= z=1+m
z-t=1 -m
t—-x=-3 meR
h) x+y+t=6 x=1
X+z-t=-1 y=2
=
y+z+t=6 z=1
X-y+z=0 t=3




i) x-2y+3z=5
X =1
2x-y+z=3
= y=1
X-y+3z=6
z=2
3x+y—-2z=0

17. Sea el numero xyz.
De las siguientes condiciones del enunciado obtenemos el siguiente sistema:

X+y+z=7 X+y+z=7
X=y+2z = x-y-2z=0
Xyz —zyx =297 (100x +10y +2z)—(100z+10y +x)=297

Resolviendo el sistema obtenemos: x=4, y=2, z=1
El nUmero buscado es el 421.
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PAGINA 82

ACTIVIDADES FINALES

M 18.

M 19

M 20.

M 22

M 23

M 24

Un hombre le dijo a su hijo: «Cuando transcurra la tercera parte de los afios que yo tengo, 0 tendrds la mitad de mi edad
actual. Si, —contesto el hijo—, pero hace sélo 4 afos, tu edad era 11 veces la mfa». ; Cuél es la edad actual del hijo?

Las tres cifras de un narmero suman 18. Si a ese narmero se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, se
obtiene 594; |a cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos. Halla dicho narmero.

Las edades de una familia formada por los padres y una hija suman 86 afos. Halla la edad de cada uno de ellos sa-
biendo que la edad de la madre es triple de la edad de |a hija, y las edades del padre y de |a hija difieren en 26 anos.

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

5 AT s =2 d) 4°'+2°%*-320=0 g 3-9=9
b) 2%+ 2"+ 4 2+ 2 =7 e) 5*'=10+3 57" h) 2*=8"""
C 9°-2-3"*24+81=0 fl 8 +6'=7 i) Y42 202 =

Calcula el valor de x en cada uno de los siguientes apartados, ayudandote de la definicién de logartimo:

a) log, V32 =x c) Iog,%:3 e) x:logﬁ 3 q) ;—:Inx
h) Ine® =x d) logx=-1 f) log, 0,0001 =4 h) log1 x=-2
)

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

log (5 + x%)

a) logx=1+log (22 -x) =2
log (2 —x)
b) log (3x—1)-log (2x + 3) =-log 25 + 1 e) (x*-5x+9)log2+log125=3
c) 2log(5x+4)-log 4 =log (x+4) f) 2 log, x-log, (x— 16) = log, 64
Resuelve los siguientes sistemas:
1 -
. [2,+5y=9 9 ex:% Iogx(y—1s)_1z
X+2 +1 _ _
2 log(x + 1) + log(x — y) = log 55 |°g)"{)(+3)_?
b) 2+ 2=24 d logz x + log; y=0 § log,x+ 3 log, ¥ =5
2% =128 X+y=3 log, x* —log, y=3

. Una central lechera emplea partidas de 10 400 litros de leche que envasa en bricks de un litro de leche entera semi-

desnatada o desnatada, obteniendo por la venta 5 765 euros. Halla cuantos bricks de cada tipo envasa, sabiendo que
su precio es de 0,60; 0,55 y 0,50 euros respectivamente y, adernds, el nimero de bricks de leche entera es el 60% del
de semidesnatada y desnatada juntos.
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SOLUCIONES

18.

19.

20.

21.

Llamando x a la edad del padre e y a la edad del hijo obtenemos:

x_X
y+3—2 -X+6y=0 x=48
= =
X-4=11(y—4) x—-11y=-40 y=8
El padre tiene 48 afios y el hijo 8 afios.
Sea el numero xyz.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
X+y+z=18 X+y+z=18 x=9
(100x +10y +z)— (1002 +10y +X)=594} = x-z=6 = y=6
_X+Z Xx-2y+z=0 z=3
2

El nimero es el 963.

Llamamos x a la edad del padre, y a la edad de la madre y z a la edad de la hija. Obtenemos:

X+y+2z=86 X =38
X—2=26 z=12

El padre tiene 38 afos, la madre 36 afos y la hija 12 afos.

Las soluciones quedan:

a) 1281 =2"*2 o QTN X2 o 2 8x_9=0 = X,=9; X,=—1
b) 2%+ 214282 =7 & 2¥42.244.2°=7 & 2*=1 = x=0

C) 9*-2.3*2181=0 < 3% -18-3+81=0 = x=2

d) 41427 -320=0 < 4.2%+8.2°-320=0 = x=3
e)5"=10+3.5"" < 5-5X:10+§ & 5.5%-10-5*-75=0 = x=1

)6 +6* =7 < 6£x+6xz7 o 6% -7-6"+6=0 = x,=0; x,=1

g9)3*-9°=9° & 3% =3°= x=2
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22.

23.

h)2*=8* & 2*=2%=> x=%

)24+27142°? =1 4.2 42.2°+2"=4 < 2*:; = X=
Las soluciones quedan:

a) Iogzx/ﬁzx = =32 = x=g

b) Ine®=x = 5:-lne=x = x=5

C) IogX%=3 = X°=

d)logx=-1 = x=—

log3  log3

- -2
logV/3 1Iog3
2

e)x:logﬁB = X=

f) log, 0,0001=4 = x*=0,0001 = x=0,1

g)—-—=Ihx = x =+e

N[ =

-2
h)log, x=-2 = x=(%) = x=4

2
Las soluciones quedan:
a)logx=1+log(22-x) < logx=log10(22-x) = x=20

3x -1 10
=log— = x=1

b) log(3x —1)—log(2x +3)=—l0og 25 +1 |
) log(3x—1)-log(2x +3)=-log25+1 <« 092X+3 25

(5x+4)° 36

c) 2log(5x+4)-log4d=log(x+4) < log 2 =log(x+4) = x,=0;%x,=——

log(5+x*)

-2 log(5+x2)=log(2 - x)’ _—
092 & log(5+x%)=log(2-x}’ = x
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24.

e) (x*~5x+9)log2+log125=3 = log(125-2" "")=log1000 < 2" =8
o x?-5x+6=0 = Xx,=2; X,=3

X2

f) 2log, x—log, (x-16)=log, 64 < Iogzﬁzlogzm = x,=32
X_

Las soluciones de los sistemas quedan:

a)  2+5=9 | 2+5=9 | _ 2'=4=x=2
225 1-_9 4.2°-5.5' =9 5 =5 = y=1

b) 2* + 2' = 24 } 2% +2Y =24
=

oY 108 —_— } = x=4;,y=3 60 x=3;y=4

3

c) e =—o x:11—y} X
=

=
log (x +Yy)+log (x-y )=log 55 (x+y)(x-y)=55 y

d) log, x+log,y =0 X-y=1
=
X+y=3 X+y=3

e) Iogx(y—18)=21 y-18=x’ } 3 81

—
|09y(X+3)=E X +3=4/y

f) log, x-3log, y =5 log, x-3log,y =5 log,x=2 = x=4
= =
Iogzxz—logzy:3 2log, x—log,y =3 log,y=1 = y=2

=

} = Xx=2,62; y=0,38 6 x=0,38; y=2,62
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25. Llamando:

X: numero de bricks de leche entera
y: numero de bricks de leche semidesnatada
Z: numero de bricks de leche desnatada

Imponiendo las condiciones del problema obtenemos el siguiente sistema:

x+y+2=10400 x = 3900 bricks de leche entera
0,6x+0,55y +0,52=5765| _, \ _3500 bricks de leche semidesnatada
x=0,6(y +2) z =3000 bricks de leche desnatada
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PAGINA 83

M 26. Resuelve las siguientes inecuaciones:

oy R L0 i dy —8=2X < g it 2L 5
x-2 X+ 3 55
b) x*—10x < 0 &) 2%-12x+18 <0 hy X 5 =9 -8
8 2 3
: 2x-3
cf BOr—11=20r+3) = 5x—7 f x(x=3)< X +5x+2 i) - <1
X+

M 27. Resuelve |os siguientes sisternas de inecuaciones:

2(x—1)<6x+3(2-x - =2

Slagie % B aee1  2e-6
2

2 4

S

M 28. En un nimero de seis cifras, la cifra de su izquierda es 1. Si se lleva esta cifra al primer lugar de la derecha, el numero
obtenido es triple del primitivo. Calcula el ntrnero primitivo.

= B 29. En un trabajo actian tres mecandgrafas y lo terminan en cuatro dias. Si trabajase solamente la primera, lo terminaria
en 12 dias; si trabajase solamente |a sequnda, lo terminaria en 10
dias. ;En cudnto tiernpo lo terminaria la tercera actuando sola?

M 30. Una caja de forma cudbica se llena con cierto namero de cubitos de
un centimetro cubico y sobran 71 cubitos; pero, si todos los cubitos
que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mas por cada
arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de
las dos cajas y el nurrero total de cubitos.

M 31. En un centro hay dos equipos de futhol, Ay B. Si del equipo A pasan
tres personas al B, en ambos queda el mismo ntmero. En cambio, si
del B pasan 7 al A, queda en este un nimero que es el cuadrado de
los de aquel. ;Cuantos deportistas hay en cada equipo?

M 32. Resuelve las cuestiones siguientes referidas a ecuaciones de segundo grado:

a) En la ecuacion 2x* — (m + 1)x + m + 3 = 0, determina el valor que ha de tomar m para que la diferencia de sus so-
luciones sea la unidad.

b) Calcula el valor de m en la ecuacién mx* + 14x + 12 = 0, para que una de |as soluciones sea seis veces | otra.

) Determina el valor de m en la ecuacion x* + mx + 1 = 0, sabiendo que una de las soluciones es —%, Halla la otra
solucién.

d) Determina m en la ecuacién x* — mx + 4 = 0, de modo que las dos raices de la ecuacién sean iguales.

M 33. Calcula el valor de la expresién log1 a + log, %
a

53



SOLUCIONES

26.

27.

28.

29.

30.

31

Las soluciones son:

a) (—00,2) d) (—oo,—3)u[3,+ oo) g) (0,1]
b) [0,10] e) {3} h) (—oo,4)

o) (~=-1) 0 -5+) ) (-14)

Operando con cada una de las inecuaciones de estos sistemas obtenemos los siguientes
intervalos como solucion:

a) (-8,3] b) (0,7]

Por ensayo y error dirigido obtenemos que el niumero es 142 857. También se puede hacer
mediante ecuaciones:

Numero=100000+x = 3(100000 +x)=x-10+1
= X=42857 = Numero=142857

Llamamos x al tiempo que invertiria la tercera ella sola. Obtenemos:

1 1 11

I I x=15 dias tarda la 32
12 10 x 4

Llamamos x a la longitud de la arista de la caja, obtenemos:
x*+71=(x+1°-200 = x=9cm

Las aristas de las cajas son 9 cm y 10 cm, y hay 800 cubitos de 1 cm?.

. En el equipo A hay x futbolistas y en el equipo B hay y futbolistas.

X-3=y+3 } x =18 futbolistas en el equipo A
-

X+7=(y-7) y =12 futbolistas en el equipo B
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32. Cada uno de los apartados queda:

a) Resolviendo la ecuacion obtenemos:

(M+1) £ (M+17?—4-2(m+3)
4
Imponiendo la condicién del enunciado:

(M+N+y(m+12-8(M+3) (m+0)—(m+1)°-8(m+3) _
4 4

= JMm+1?-8(M+3)=2 = m?*-6m-27=0 = m=9 6 m=-3

b) Llamamos vy, z a las soluciones de la ecuacion. Obtenemos:

y+z:_ﬂ m=2
m
12 = z=-1
y-z=— y=-6
y =6z

c¢) Si una solucion es X, =—Z, ésta verifica la ecuacién, por tanto:

1Y 1 17 g
—— | 4+m|-——1{+1=0 = m=— = Laotrasoluciénes —4.
4 4 4

d) Resolviendo la ecuacién x> —mx+4=0 obtenemos:

«— m++Vm’-16

2
Las dos raices son iguales si: m>-16=0 = m=+4

33. Quedaria del siguiente modo:

1
log — ~
|Og1a+|ogbl='°95‘+ b__loga -logb

X b Iog; logbh -loga logb
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ACTIVIDADES FINALES

M 34.

M 35.

H 36.

H37.

M 38

M 39

M 40.

M.

W 42

H 43

Resuelve las siguientes ecuaciones:

ay E-2)-F+2)=12 ) 20+ 3x*—2x°=3x
b V2@—4=1+Vi-3 &) —T—=x
Resuelve los siguientes sistemas:
5 2x—-3y=6-2
a) [" =i 9 13x-5z=-4-2
AT Z-6y=9-4x
e el -
W12 3 5 d) [ +§= 20
+ =
X+y+2z=150 td
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales o logaritmicas:
a) 314+ 341239 i
log(1 —x)
b) t'=55+8.3" d) log,(2 +x—2x*) =3
Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) abic +2<0 BY %2+ 10611 4%

El perimetro de un jardin rectangular es 36 m. Si se aurnentan sus lados en 2 m
cada uno, el drea aurnenta en 40 rm*. Halla las dimensiones del jardin.

Halla tres numeros sabiendo que su surrna dividida por el primero de ellos es
una division exacta de cociente 5. La misma surma dividida por el sequndo de
los numeros da 2 de cociente y 9 de resto. Finalmente, dividida por el tercero
da 2 de cociente y 9 de resto.

Un padre tiene 27 anos mas que su hijo. ;En qué etapa de la vida del hijo la
edad del padre fue mas de 10 veces la de su hijo?

Una ermpresa de telefonia movil paga a sus comerciales 10 euros por cada mo-
vil vendido y 1 200 euros fijos al mes. Otra empresa paga 5 euros por cada mé-
vil vendido y 1 500 euros fijos al mes. ;Qué numero de maviles debe vender un
comercial para que resulte mas rentable trabajar para la sequnda erripresa?

Un individuo hace un viaje de 920 km en su coche. Su velocidad es de 80 km/h
cuesta arriba, 120 krn/h cuesta abajo, y 100 krr/h en llano. A la ida emplea 9
horas en el viaje, y al volver por el misrmo camino emplea 10 horas. ¢ Cuantos
kilometros hace cuesta arriba y cuéntos cuesta abajo? jy en llano?

Resolver |as siguientes ecuaciones:
a) be-8l=1 b) 12x -3l =lx + 9l
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SOLUCIONES

34. Las soluciones quedan:

a) (x*-2)(x*+2)=12 = x'=16 = x=%2

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x*-2=2,/x*-3, vy

elevando de nuevo obtendriamos: x*-8x?+16=0 = x=+2 y ambas soluciones son
validas.

c) Factorizando obtenemos: x*(x—1)(x+1)(2x+3)=0 y sus soluciones seran las siguientes:

x=0 doble ; x=—1; x=1; x=—%.

d) Operando obtenemos: x*-2x*-3=0 cuyas soluciones son: x=/3; x=—+/3.
35. Los sistemas son:

a) Las soluciones son: x=3 e y=1 6 x=-2 e y=-4

b) Las soluciones son: x=20; y=30; z=50

c) Las soluciones son: x=3;y=1;,z=3

. 2 P
d) Sumando ambas ecuaciones obtenemos: (x+y) =36 = Xx+y=6 6 x+y=-6 y la
solucion provendra de la resolucion de los dos sistemas siguientes:

X+y=6 x=5
=
x?+xy =30 y =1
X+y=—6 x=-5
=
x? +xy =30 y=-1
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36. Las soluciones quedan:

a) La solucion seria: x=2

b) Haciendo 3* =z obtenemos la ecuaciéon: 9z°-8z-55=0 cuyas soluciones quedan como
z=2,96 y z=-2,07; por tanto:

_log2,96

3°=296 = Xx
log3

=0,99

¢) Operando obtenemos:

Iog(5—x3):3log(1—x) = 5—x3:(1—x)3 = 3x*-3x-4=0

= X=1,76 solucion no validay x=-0,76 que es la solucion valida.

d) Obtenemos la ecuacion: x°®+2x*-x-2=0 cuyas soluciones no verifican la ecuacion
original. Diremos, por tanto, que carece de soluciones.

37. Las soluciones quedan:

a) Operando obtenemos la inecuacion:

<0 cuya solucion es el intervalo (%1)

b) Operando la ecuacion: x° —11x*+10x<0 cuya solucion se define por (—,0]U[1,10]

38. Llamando X, y a las dimensiones del jardin e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos el siguiente sistema:

2x+2y =36
(x+2)(y +2)=xy +40

Este sistema tiene indefinidas soluciones, todos los valores de x e y que verifiquen la siguiente
expresion: x+y =18 con x(0,18) e y<(0,18).

39. Llamando x, y, z a los numeros e imponiendo las condiciones del problema obtenemos:

X+Yy +Z=5X X =09
X+y+z2=2y+9 — y=18
X+y+z2=2z+9 7-18
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40. Cuando la edad del hijo esté en el intervalo (0,3).

41. Llamando x al numero de moviles vendidos obtenemos la ecuacién: 5x+1500>10x+1200
cuya solucion es x<60. Luego la solucién es el conjunto de numeros enteros de X

comprendidos en el intervalo (0,60).

42. Llamamos x al numero de kildmetros hacia arriba a la ida, y al numero de kildmetros hechos en
llano y z al nimero de kildbmetros hacia abajo. Imponiendo las condiciones del problema

obtenemos:
X+y+2z2=920
Xy -z X =240 km
80 100 120 ~ | — y —200 km
XY 1% 10 z =480 km
120 100 80

43. Las soluciones quedan:

a) x2-8=+t1 = x=13 vy x=%7
b) 2x-3=x+9 = x=12 o bien 2x—3:—(x+9) = X=-2
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Unidad 4 — Trigonometria |
PAGINA 87

cuestiones iniciales

1. Un dngulo e, situado en el sequndo cuadrante, tiene por coseno
cos o= —0,2. Determina el resto de las razones trigonométricas de
este angulo.

2. Discute si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:
a) El seno de un angulo vale 1,5.
b) La tangente de un angulo vale -5 000.
c) El coseno de 720° vale 1.

3. Calcula el area de un pentagono regular de 12 cm de lado.

4. Dos amigos, situados a 1 500 rr de distancia, observan en un mis-
mo instante una avioneta, tal como se rmuestra en la figura. Las vi-
suales gque cada uno de ellos dirigen a la avioneta forman, respec-
fivamente, angulos de 40° y 25° con la horizontal. Calcula la altura
a la que se encuentra la avioneta.

SOLUCIONES

1. Sabemos que cosa=-0,2y que 90°<a<180°. Utilizando la férmula sen®a+cos®a=1
hallamos sena=0,98. Por otro lado quedaria:

2. Ladiscusién quedaria:

a)Falsa pues sena e [-11]

b)Verdadera pues tga e (—oo, + =)

c)Verdadera pues cos 720° = cos 360° = 1.
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3. Segun el esquema:

/\ 36°
\ a

12 S~

360°0:5=72°

En el triangulo rayado calculemos el valor de la apotema del pentagono.

tg:36°=9 = a=826cm
a

5.12.8,26

Area = — Area=247,8cm?

4. Segun el esquema:

A

—X— 1500m

De los dos tridngulos rectangulos de la figura obtenemos:

1500 -tg 40°-tg 25°
tg 40°= h h= g g
X tg 40° +1g 25°
h

tg250=——
1500 — X h = 449,61m
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|
i

Intenta utilizar las ideas referentes a la fase de llevar adelante la estrategia en la resolucion de los siguientes problemas:

El pequeio astuto. El pequefio astuto tiene mas de 36 cajas, pero menos de 1 991. Las dispone todas en una pila trian-
gular y luego las coloca formando una pila cuadrada. ¢ Cuantas cajas tiene?

. Igualdad. ;Sera cierta la siguiente igualdad?

1 + 1 + 1 + ...+ 1 + 1 = 0,999
1-2 2-3 3-4 988 - 999 999 - 1 000

. Tostado rapido. Hay que tostar en un tostador tres rebanadas de pan. En el tostador caben dos rebanadas a la vez, pero

s6lo se tuestan por un lado. Se tarda 30 segundos en tostar una cara de una rebanada de pan; 5 segundos en colocarla en
el tostador; 5 segundos en sacarla; y 3 segundos en darle la vuelta. ;j Cudl es el rinimo de tiempo que se necesita para tos-
tar las tres rebanadas?

SOLUCIONES

1.

Hay que buscar un nimero que sea a la vez triangular y cuadrado.

n%+n

NUmeros triangulares: 1,3,4,10,15,21,...,

Numeros cuadrados: 14,9,16,25,...,n°

2 2
n“+n 8°+8
5 =x*> = esto se cumple para n=8, pues =x* = x*=36.

Como dice que hay méas de 36 cajas, hay que buscar otra solucion, y ésta es:

2
n=49, pues 49—;49:352 =1225 = Luego x*=1225cajas tiene.
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2. Observamos que:

1 =i—£conn>2
(n-)n n-1 n -

Luego:
1 11
12 1 2
1 11
23 2 3
1 11
3.4 3 4
1 1 1
998.999 998 999
1 1 1

999-1000 999 1000

Sumando:
1 1 1 1 1
— + +...4+ +
1.2 2.3 3.4 998-999 999.1000

=0,999

3. Sean A, B, C, las tres rebanadas. Con Al indicamos que se tuesta la cara 1 y con A2 indicamos
gue se tuesta la cara 2.

1.°AB, tarda: 30s:tostarcaraA y B,
5s:colocar A
5s:colocar B,
5s:sacarB,
2°AC tarda: 3s:dar la vuelta A
5s:meterC,
30s:tostarcara A, yC,
3s:dar la vuelta C,
3.°B,C, tarda: 5s:sacarA,
5s:meterB,
30s :tostarcaraB, yC,
5s:sacar B,
5s:sacarC,

En total se necesitan: 136 s en tostar las 3 rebanadas.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla referida a la equivalencia de angulos en los distintos sisternas de medida:

90° 120° 225° 39° 42 135°22'42"

rad 32_1t rad % rad 1 rad 2,5 rad

B 2. Resuelve |os siguientes triangulos rectangulos:

B B
3 9 d) :
c=140m
a=65m a
c
c
A
b=125m
i \ 1
A b E B A b=40m ¢ 5

B 3. Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42°. ;Bajo qué angulo se vera colocandose a distan-
cia doble? jy colocandose a distancia triple?

B 4 Calcula la altura de un poste, sabiendo que desde un cierto punto del suelo se ve este con un dngulo de 30°y, si nos
acercarnos 30 m, lo vernos con un angulo de 45°,

B 5. Calcula los angulos de un trapecio isésceles de altura 60 m cuyas bases
miden 83 y 51 m.

B 6. Calcula el perimetro de un pentagono regular inscrito en una circunfe-
rencia de 30 cm de didmetro.

B 7. Silas puntas de un compas distan 8 cm y cada rama mide 15 cm, iqué
angulo forman?

B 8. sabiendo que cos o =— % y que el angulo esta en el sequndo cua-

drante, halla las demas razones trigonométricas.

4 T Los astrolabios se utilizan para determinar
B 9. Sabiendo que tg x = = y que 180° < x < 270°, calcula las demas angulos.

razones trigonornétricas.

3

M 10. Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo A cuya tangente es positiva y sen A =— -
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SOLUCIONES

1. Latabla queda:

90° 450 120° 270° 2250
Erad Erad ﬁrad 3—nrad 5—nrad
2 4 2 4
240° 39042 57°20' | 135°22'42" | 143°19'

%rad 0,22zrad | 1rad | 075rrad | 25rad

La resolucion de los triangulos queda:

1) C=50°; b=130-sen 40°=83,56 m;
¢c=130-c0s 40°=99,59m

) C=35°; c= B __g650m:
tg 55°
95

a=
sen 55°

=115,97m

1) cosézg — C=52°1"; B=37°59";
c =652 —40%> =51,23m

IV) a =~/1407 +125° =187,68 m;

1g¢ =149 _ @ _ago1423"
125

B =41°45'37"
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3. Sea la figura:

Queda:

= tga :%tg 42°=045; o =24°14'15"

Si nos colocamos a distancia triple se verificara:
h 1 L} n
tgf=—==--1g42°=03 = [=16°42'23
3x 3

4. Sea lafigura:

Queda:
tg 45°= D
X ho 30-tg 45°-tg 30°
h tg 45°-tg 30°
30+x

h=40,98 m

tg 30°=
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5. Sea la figura:
51m

83m

Queda:
tga=@ = a=75°4'7"
16
S =90-a =14°55"'53"

Los angulos del trapecio miden 75°4'7" los dos agudos y 104°55'33" cada uno de los dos
obtusos.

6. Seala figura:

Llamamos | al lado del pentagono. De la figura obtenemos:

|
sen 36°=% = [=30-sen36° = [=17,63cm

Perimetro=5.17,63 =88,15cm

7. Seala figura:

A
R
for\
[

ll|l ] I"l
|

5,

\
\
\

'
1
|
1
I
'
1
|
1
I
1
1 \

Scm

Llamamos a al &ngulo que forman las ramas del triangulo rectangulo de la figura. Obtenemos:

sen%:% = a=30°55"'55"
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8. Quedan:

9. Quedan:

10. Quedan:

sena:—“llg=o,9x tga=_”119=—2,18
12 5

2 -3 -4

Ccos X=—2 = COSX=—YVY SenXx=—

1+tg°x 5 5

SitgA>0 = O<A<g o} n<A<3—n

ComosenA:—g = T:<A<3—ZTE

senA+cos’A=1= cosAz—g y tgAzg
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PAGINA 107

W 11. Simplifica las siguientes expresiones trigonométricas:

1 o tgza 3 3 2 2
W f) cos’ee + sen’ar + cos’e - sena + cosa - sen’o
cos’er senfo
1+ sena 9 1 + cosa
cose - (1 + tg’a) seco
9 cotger 1+ tg°
d) sene - cose - (tge + cotga) i) 1g'a-1g’a - sen‘a
e) sen‘ot + sena - cos’a j) sen‘e— cos'a

M 12. Determina, sin hacer uso de la calculadora, las siguiente razones trigonornétricas:

a) sen 120° c) cos210° e) tg300° g) cotg 2257

23n

b) sen 1215° d) tg(-60°) f) sec h) cosec 2t

M 13. Sabiendo que sen @ = 0,6 y que @ es un angulo del primer cuadrante, calcula:
a) sen (180° — a) ) cos (180°+ a) e) cos (90° — a)
b) tg (90° + &) d) sen (270° + ) f) cotg (360° - &)

M 14. Demuestra, de forma razonada, si son o no ciertas las siguientes igualdades:

tga+tgh et 9 1-sena _ cosa
cotg a+ cotg b cosot 1 +sena

b) sen*x —sen’x = cos*x — cos*x d) tg®x—tg' - sen®x = sen’x

M 15. En la figura aparece dibujado un faro de 50 m de altura situado so-
bre un promontorio. Las respectivas distancias desde los extremos
superior e inferior del faro a un barco son de 85y 65 m.

Halla la altura del prormontorio.

M 16. Resuelve cada uno de los siguientes tridngulos:




SOLUCIONES

11. Las simplificaciones quedan:

1+tg° 1+ tg’ o

= =tg°ax
l+cotg’a 4, 1 g
to’a
2 2
coSs 1-sen
b) a4 _ Y _1-sena
l+sena 1l+sena
cos’a-(1+tg°a) coslar-
o) a ga) _ cos‘«a tga

cotg o
tg o

d) sena-cosa (tga +cotga)=1

e) sen’a +sena -cos’a =sena

f) cos’a +sen’a +cos’a sen a +cos a sen‘a = (sen a +cos a)(cos’a + sen’a) = sen a + Cos a

sena  1-cos’a

= =1-cosa
l1+cosa 1+cosa
1
sec « coSs a
—= =COS «
1+tg°x 1
cos’a

) tg°a—tg’a-sena =tg°a - (1-sen’a) =tg°a -cos’a = sen‘a

j) sen*a —cos’a =(sen’a —cos’a)- (sena +cos’a) = sen“a — cos’ a
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12.

13.

Queda:

N[ &

a) sen120°=

b) sen1215°=sen135°=sen 45° =%

Ne

€) cos 210°=-cos 30°= ——
d) tg (-60°) = —tg 60°= —/3
e) tg 300°= —tg 60°=—/3
f) sec&:sec 330021
6 B
g) cotg 225°= cotg 45°=1
h) cosec%rn: cosec 225°=—+/2

Los célculos quedan:

a) sen (180°-a)=sen a =0,6
4
b) tg (90° +a) =—cotg :_5

c) cos (180°+a)=-cos a =-0,8
d) sen(270°+a)=-cos ¢ =-0,8

e) cos (90°—a) =sen a =0,6

f) cotg (360°—a) =—cotg a =— %
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14. Se comprueba del siguiente modo:

tga+tgbh  tga+tgb (tga+tgb)-tga-tgb
coga+cotgh 1 1 tga+tgb
tga tgb

=tga-tgb

b) sen*x —sen®x =sen’x (sen’x —1) = (1- cos® x) (—cos®x) = cos* x — cos*x

l-sena _ cosa

= < 1-sen’a =cos’a
CoS l1+sena

c)

sen’x

d) tg®x —tg®x -sen’x =tg®x (1-sen’x) =——
cos’x

.cos’x =sen’x

Todas lasigualdades son verdaderas.

15. Sea la representacion del problema:

Por Pitagoras obtenemos:

85 = x* + (50 + h)?
= h=5m
652 = h? + x?

También podemos calcular el angulo a por el teorema del coseno:

852 =50° +65°—-2-65-50-cosa = a=94°24'42"

Por tanto f=180°-¢ =85°35'18" = COSﬂz% = h=65-cosf=5m
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16. Los triAngulos se resuelven del siguiente modo:
a) 50°=60°+c*-2-60-c-c0s42° = c=74,39m 6 c=14,79m

2 2 2
«Si ¢c=74,39m = COSC=50 +26(;O 6704’39 = C=84°35'9" y B=53°24'51"

2 2 _ 2
«Si c=14,79m = COSC=50 +2620 61(?,79 = C=11°25'5" y B=126°34'55"

b) 6°=10°+a®—-2-10-acos 45° = a no es un numero real. Este triangulo no tiene solucion.

c)c?=9°+10°-2-9.10-cos70° = ¢=10,93m
10° =9°+10,93 -2-9-10,93-cos A = A=59°17'35" y B=50°42'25"

2 2 g2
d) cosAzw = A=0Q°
2-12-20

Imposible. Ademas un lado es igual a la suma de los otros dos, por tanto no existe este
triangulo.

e)8°=4°+c*-2-4.c-cos40°=c=10,64m
2 242
COSA=8 +10,64" -4 = A=18°44'44" y C=121°15'16"
2-8-10,64

f) B = 60°.

Utilizando el teorema del seno obtenemos::

a = 10 = a=8,16m
sen 45° sen 60°
c 10

= = ¢=1115m
sen75° sen 60°
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PAGINA 108

ACTIVIDADES FINALES

Hi7.

M 18.

M 19.

W 20.

N2
W22
N 23

W 24

M 25.

W 26.

Desde dos puntos A y 8 situados en la misma orilla de un rio y distantes entre
si 80 m, se observa un punto C, situado en la orilla opuesta, bajo angulos de
60° y 45°, respectivarrente.

Calcula las distancias desde los puntos A y B hasta el punto C.

AT 80 m
La figura muestra la forma de construir un ttnel que atraviesa una montana, perforando simultanearmente por ambas
caras de la montana. Fijamos la direccion de perforacion ofrecida por
r, por lo que el problema consiste en encontrar la direccion de perfo-
racion dada por r'. En la practica, se procede de la forma siguiente: fi-
jamos un punto A en la recta r . Elegirmos un angulo A, por ejemplo
46°, y medimos una distancia A8 de 1 500 rr, por ejemplo. En B to-
rmarnos un angulo, por ejernplo, de 110°. Con estos datos podemos
determinar el angulo C y la distancia 8C. A partir de ambos datos
queda determinada la direccion r' de perforacién. Calcula estos datos.

La figura muestra el corte transversal de una montana en la que se quiere cons-
truir un ttnel. La cima o punto C, visible desde A y B, se encuentra a 400 m de
Ay 520 m de B, y el angulo C mide 40°.

Calcula la longitud del tinel AB.

A

Halla el area de un decagono regular circunscrito a una circunferencia de 10 crn de radio.

En un trapecio is6sceles conocernos la diagonal, que mide 15 cm; el lado oblicuo, que mide 5 cm; y el angulo que este
forma con la base mayor, que es de 60°. Halla el area del trapecio.

Las diagonales de un paralelograrno miden 20 y 16 cm, respectivamente, y uno de los dngulos que forman al cortarse
rnide 120°. Halla el area y el perimetro del mismo.

Dos barcos salen de un puerto, y desde un mismo punto, segun dos rectas que forman entre sf un angulo de 60°. Cal-
cula la distancia que los separara al cabo de dos horas de navegacion suponiendo que rmantienen velocidades cons-
tantes de 50 y 65 km/h, respectivamente.

Calcula los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un dodecagono de 6 dm de lado.
El dngulo en el vértice de un cono de revolucion mide 60° y la generatriz 12 m. Halla el volurmen del cono.

En la vida real se presentan muchas situaciones en las que se necesita
conocer |a distancia entre dos puntos inaccesibles. Este problema fue
resuelto ya en el afo 1615 por el sabio holandés Snelius. En la figura
tenemos dos arboles a los que no podemos acceder, porque noslo ——
impide el rio. Desde dos puntos A y 8 medimos los angulos «, 5, ¥

y 6, y la distancia d entre ambos puntos. Calcula la distancia x
sabiendo que e = 50°, §=75° y=110° 6=40°yd =120 m.
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SOLUCIONES

17. Un esquema del problema seria:

.r/__- _:/__ ~

\60° %
JA I B

A

3

El angulo C=75°. Utilizando el teorema del seno obtenemos:

a 80
sen 60° sen 75°
b 80
sen 45° sen 75°

= a=71L73m

= b=5856m

Las distancias pedidas son 71,13 m y 58,56 m.

18. Un esquema del problema es el siguiente:

El &ngulo C=24°,
Determinamos la distancia BC (lado a) mediante el teorema del seno:

1500 __ BC = BC=265285m

sen24° sen 46°
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19. La figura queda:

Mediante el teorema del coseno:

c? =400% +520? - 2-400-520-cos 40°= c =334,25 m=AB

20. Como el decagono esté circunscrito a la circunferencia, el radio de ésta es la apotema del
poligono. El &ngulo central del poligono es 36°.

Obtenemos el lado del tridngulo de la figura:

El calculo queda:

10-6,5-10

| A
tgl8°:% = |l=65cm =  Area= =325cm’

21. la figura es:

5om / 15 cm

i

/

B

En el triangulo rayado aplicamos el teorema del coseno y obtenemos la base mayor B.
15 =B? +5°-2-B-5-c0s 60°= B =16,86 cm

La altura h del triangulo mide: h=5-sen60°=4,33cm
La base menor mide: B-2-x=B-2-5-c0s60°=1186 cm
El area total queda:

Area — B-2|-b h— 16,86 +11,86

4,33 =62,18 cm?
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22. La figura queda:

Los célculos son:

1>=8%+10*-2-8-10-c0s120°= | =15,62 cm
a’=8%+10°-2-8-10-cos60° = a=9,17cm
Perimetro=2-15,62+2-9,17 =49,58 cm

a’=20*+12-2.20-1-cosa =
= 9,17% =20%+15,62°-2-20-15,62-cosa = a = 26°20'50"
h

sena =L: sen26°20'50"=—=h=8,88cm
20 20
Area=base-altura=1-h=15,62-8,88 = Area=138,71cm’
23. La distancia d que los separa viene dada por:

d*=100% +130° -2-100-130-c0s 60°=d =117,9 km

24. Las soluciones en cada uno de los casos:

/7& El radio de la circunferencia inscrita es la apotema
/30 del dodecagono, por tanto:
[
[ g15°=" = r=1120dm
I 6dm l
A El radio de la circunferencia circunscrita lo
/ 3p°"'-.\ calculamos en el triangulo:
[ X 3
/o sen15°== = R =1159dm
S R



25. La solucion queda:

s

/N r=12-sen30°=6m 2 .62.
;\ L yonrth_m61039 oo o
| 12 m h=12.c0s30°=10,39m 3 3

26. Segun la figura:

Los célculos quedan:

Sean Py Q los arboles.
En el triangulo ABP hallamos PB:

PB 120
sen110° sen 30°

= PB=225,53m

En el triangulo ABQ hallamos BQ:

BQ = 120 = BQ=112,22m
sen50° senb55°

En el triAngulo PBQ hallamos x:

x> =PB*+BQ?-2-PB-BQ -c0os35°= x =148,30 m
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Unidad 5 — Trigonometria |l

PAGINA 111

cuestiones iniciales

1. Razona la veracidad de las siguientes igualdades:
a) cos (60° + 45°) = cos 60° + cos 45°
b) sen(2 - 30°) = 2 - sen 30°
¢) 1g (45° — 30°) = tg 45° — tg 30°
2. En una circunferencia de 10 cm de radio inscribirnos y circunscribirmos

sendos octdgonos regulares. Calcula el drea de la superficie compren-
dida entre ellos.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen(x+ 25° =05 b) sen x = cos x < tg (2% =V3

4. Deduce la expresién que perrite calcular el area de un tridangulo del
que se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

SOLUCIONES

1. Las tres igualdades son falsas. Para probarlo basta con utilizar la calculadora.

2. Calculamos el area del octéogono circunscrito y le restamos el area del octégono inscrito
obteniendo la superficie pedida.
« El octégono circunscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:

[
22,5°
tg22,5°=% = [=8,28cm

Area del octégono circunscrito=331,2cm?

« El octégono inscrito consta de ocho triangulos como el de la figura:

: 7
22,5 sen 22,5°=% = 1=7,65cm
10 _a

cos 22,5°_E = a=9,24cm

Area del octdgono inscrito =282, 744 cm?

El area comprendida entre ambos sera: 331,2-282,744=48,456cm?
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3. Las soluciones quedan:

a) sen(x+25°)=

N[ =

X =5°4+360°K
=
X =125°+360°K

X =45°+360°K
b) senx=cos x =
X =225°+360°K

c) tg(2x)=+3 = {x=30°+90°K

4. Supongamos conocidos los lados b y ¢ y el angulo A comprendido:

Calculamos la altura: h=b-senA
El area sera:
__base-altura c-b-sen A

Area = = Areazl-b-c-senA
2 2 2
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PAGINA 123

ACTIVIDADES

B Practica la fase de revisar el proceso y sacar consecuencias de él en los siguientes problemas:

1. Vacas lecheras. Cuatro vacas blancas y tres vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas blancas y cinco
negras en cuatro dias. ;Qué clase de vaca es la mas lechera, la blanca o la negra?

2. Igualdad. En un almacén de fruta almacenamos naranjas en pilas con forma de pirarnide de base cuadrada. Cada lado

de la base lo forman 15 naranjas, jcual es el maximo nurrero de naranjas que podernos apilar? Intenta generalizar este
problema.

SOLUCIONES

1. Llamemos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:
5.-(4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El numero de naranjas en la piramide es:

1 +22+3%+4%+...+14% +15% =1 240 naranjas.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Sabiendo quesena= —% ytgb= % yque 270°<a< 360° y 180° < b < 270°, calcula:

a) senla+hb) b) cos(a+ b) o) tgfa+h).

B 2. Partiendo de las razones trigonomeétricas de 30°, 45° y 60°, calcula:

a) sen 90°  b) cos 90° ¢) sen 120° d) cos 120° e) tg120° 1) sen 105° g} cos 105°  h) tg 105°
B 3. Sabiendo gue el seno de un dngulo es sen a = % ¥ % <a<m, hallalas razones trigonomeétricas de a — 30°,

B 4. Justifica |as siguientes igualdades:

a) sen (180° +a) =—sen a c) sen (270° + a) =—cos a e) cos (90° + a) =-sen a

b) tg (% + a) =—cotg a d) tg (m + 2a) =tg 2a f) tg (270° + a) = —cotg a

B 5. Calcula el valor de la siguiente expresion:

sena-sen(b—c)-senb-sen(a—c)+senc-senfa—b)
B 6. Demuestra que cos(a +b) - cos (a—b) = cos’ a—sen® b = cos® b —sen’ a.
B 7. Dernuestra que sen (a + b) - sen (a - b) = sen® a—sen’ b = cos® b — cos’ a.

B 3. Halla las expresiones que se piden usando los teoremas de adicién:

a) cos 3a en funcién de cos a
b) sen da en funcion de sen a

B 9 Sabiendo que tga= V24, y que 2 es un angulo cuyo seno y coseno
son negativos, calcula las razones trigonométricas del angulo 2a.

B 10. Sabiendo que tg 2a =V/3, halla tg a

M 11. Simplifica las expresiones:

sen 2a sen 2a 1+ cos 2a

) e 3
1+ cos 2a sen a cos a
M 12. Demuestra que tg x = cotg x — 2 cotg 2x.

tga

———— = cos 2a.
tg2a—-tga

M 13. Comprueba que

M 14. Calcula las razones trigonométricas de 22° 30' y las de 75°. En ambos
casos, utiliza las expresiones del angulo rritad.
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SOLUCIONES

1. Quedan:

12 5 12
sena=-— = cosa=-— y tga=——
13 13 5

tgb=ﬁ = cosbz—l y senbz—ﬁ
7 25 25

sen(a+b):—%; cos(a+b):—%; tg(a+b)=%

2. Los célculos son los siguientes:

sen 90°=sen (30°+60°) =1

cos 90°=cos (30°+60°)=0

&

sen120°=sen (60°+60°) =

cos 120°=cos (60°+60°) = -

N N

tg120°=tg (60°+60°) = —/3

sen 105°= sen (45° + 60°) = @
cos 105°= cos (45° + 60°) =@

tg105°=tg (45° +60°) = -2 — /3

3. Quedan:

3 4
sena=— = cosa=—-—
5 5

33 +4
10
3-443
10

sen(a—30°)=sena-cos 30°-sen 30°-cosa=

cos(a—30°)=cosa-cos 30°+sena-sen30°=

_ o
tg(a_soo):sen(a 30 ):_48+25\/§
cos (a—30°) 39

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adicion para el seno, coseno y tangente
estudiados en esta unidad didactica.
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Queda de la forma:

sena-sen(b-c)-senb-sen(a-c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc—-sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+
+senc-sena-cosb-senc-senb-cosa=0

Queda de la forma:

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb —sena-senb)-(cosa-cosb +sena-senb)=
=cos’a-cos’ b —sen’ a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos’a-cos’ b —sen®a-sen’b=cos’ a-(1-sen’b) —(1-cos® a)-sen’b =cos’ a—sen’b
« cos’ a-cos’ b —sen”a-sen’b=cos’ b-(1-sen”a)—(1-cos® b)-sen’a=cos’ b —sen’a

Queda de la forma:

sen(a+b)-sen(a—b)= (sena-cosb +senb-cosa)-(sena-cosb —senb-cosa)=
=sen’a-cos’ b -sen’b-cos’a

A partir de esta expresién obtenemos las dos igualdades:

. sen’a-cos’ b —sen®b-cos® a=sen’a-(1-sen’ b)—(1-sen” a)-sen’b=sen’ a—sen’b
. sen’a-cos’ b —sen’ b-cos® a=cos® b-(1-cos®a)—(1-cos® b)-cos* a=cos® b —cos” a

Queda:

a) cos 3a=cos (2a+a)=4cos’a—-3cosa
b) senda=sen2-2a=(4sena-8sen’a)-/1-sen’a

También se puede resolver esta actividad mediante la féormula de De Moivre.

Las razones trigopnométricas quedan:

tgazx/ﬂ y (n<a<3—2nJ = senaz—g; cosaz—%
sen2a=28ena-cosa=2\/ﬂ; cosZazcosza—senzaz—é; tg2a= 2tgza :—Zﬂ
25 25 1-tg"a 23
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10. La tangente queda:

3

2tga

tg2a=+3
g B = 1-tg® a

11. Las simplificaciones quedan:

sen2a 2sena-cosa
1+ cos 2a 2cos’a

a)

=tg a

senZa 1+cos2a  senZa-cosa
sena  cosa sena-(1+cos 2a)

b)

12. Partimos del segundo miembro para llegar al primero:

1 2 1 2(1-tg®x) _1-1+tg°x _

cotg x —2 cotg 2x = - =
tgx tg2x tgx 2tgx tg x

tg x

13. Partiendo del primer miembro obtenemos:

_ 2
tga _ tga :(1 tg a)tzga=0032a
tg2a-tga 2tga _tga tga (1+tg” a)
1-tg*a
14. Quedan:

(o] _ ° B
sen22°30'=sen(4g j: 1 002545 :\/227\/5

0 o
00322°30'=cos(4§ ]: 1+C<)2$45 :\/2;7\/5

o] _ o _
922930 —1g 45°) _ [1-cos45° 2 2
2 1+cos45° 2

1-cos 150° _\/2+\/§
2

2

(o]
sen 75°=sen (1520 )

=3 = J3tg?a+2tga-/3=0 = tgaz? obien tga=-

NG
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cos 750:008(150°): 1+c0s150° _2-+/3
2 2

tg 75°=tg (

150°

2

2

1-cos 150°
= =2++/3
j 1+ cos 150° B3
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PAGINA 127

N 15

W 16

H 18

M9

M 20.

M 24

Sabiendo que cotg a =2 y a es el mayor angulo negativo que verifica esta igualdad, calcula las razones trigonométri-

cas del angulo mitad.

Expresa, en funcién de una razén trigonométrica del dngulo mitad:

2 3

Simplifica las expresiones siguientes:

sen 40° + sen 207

sen 195° — sen 75°

1-cosa sen 2a cos a
a) — 09
sen a 1+ cos 2a 1+cosa
: X 2
. Sabiendo que cos — =- — y que x es un angulo del tercer cuadrante, halla sen x, cos x.

cos 60° — cos 40°

cos 40° + cos 20°

cos (x — y) — cos (x + )

Demuestra que
4 sen (x + ) +sen (x—y)

=tgy.

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

n V3 5
a) sen (? + Zx) S = Q) tg (2x+ ?) =

T 1
b) cos (3)(—?) =-3

a) sen 2x =2 cos x
b} sen x + sen 3x =cos x

C) sen 4x = sen 2x

. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) senx=1+2 cos* x
b) secx+tgx=0

6 cosz%+ cosx=1

. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

b) sen x + cosx = V2

a) sen x+V3cosx=2

Resuelve los siguientes sistemas:

. X+sen’y=2 ]

X+cos®y=1
Sen x - cos y = >
=3
b) ;
COS X - Sen y=—
s 4

sen 195° + sen 75°

-V3

d) cos (% (x + 11:)) =

. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

c

sen 60° —sen 40°

e) sen 3x—sen 30°=0

 cotg (x+245 ):V,g

V3
2

d) cos 2x — cos 6x =sen Sx + sen 3x
g) sen 2x - cos x = 6sen’ x

f) 2senx=tgx

d) 6 cos?x + 6sen® =5 +sen x
e) tg2x-tgx=1

f) cos’x = 3 sen’x
5
€) sen X+ Cos X = >

osx+cosy=1
cosx+y)=1

X+y==
=3

d) G
sen)(+ser1y=T
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SOLUCIONES

15. Quedaria:

3 _
2

J5
Sen_ \/m \/5_2 cos——— 1+cosa \/§+2; tggz— 1_Cﬂzz_\/g
o5’ 2 2.5 2 1+cosa

16. Queda expresado del siguiente modo:

cotga=—2:>( a<2nj:( <—<nj = tgaz—%; cosazi5

a a a
1-cos® = +sen® = 2sen® =
1-cosa 2 2 2 —tga
a a a a
sena 2sen—-cos — 2sen—-cos — 2
2 2 2 2
2.2sen2.cos 2 .cos? a
sen 2a cosa 2sena-cosa cos a 2 2
1+cos2a 1 1 ,a a P
+cos2a 1+cosa +cosla—sen’a 1+ cos? - sen? & (2 cos? a)-(2 cos? E)

17. Ambas razones trigonométricas quedan:

= i,/mz—z = cosx=—1; senx=ﬂ
2 3 9 9

18. Las simplificaciones quedan:

X
COS —=—
2

sen 40°+sen 20° 2sen 30°-cos10° 30°—i

c0s 40°+ cos 20° _ 2c0s 30°-cos 10° 0 J3

o_ o o, o
sen195°—sen 75° 2 cos 135°-sen 60 _ cotg 135°-tg 60°= —3
sen195°+sen75° 2sen135°-cos 60°

cos 60°-cos 40° -2sen 50°-sen10°

= =-tg50°=-1,19
sen 60°-sen40° 2cos 50°-sen10°

19. Se demuestra del siguiente modo:

cos(X—y)—cos(x+Yy) _ -2senx-sen(-y)

=t
sen(x+y)+sen(x—y) 2senx-cosy 9y
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20. La solucion queda:

21.

a) Xx=—"+Kn & X=E+KTC
24 24

11t 2Kn , X—& 2K~

b) Xx=—+ o] +
36 3 36 3
Kn
C) X=—+—
2

d) X=—23—n+4Kn o] X=%+4Kn

e) x=10°+120°K 6 x=50°+120°K
f) x=15°+360°K
Las soluciones quedan:

a) sen2x=2C0SX = 2Senx-cosx =2cosX = 2senXx-cosx-2cosx=0

= cosx=0; senx=1 = |x=90°+180°K

b) senx+sen3x =cosx = 2sen2x-CosX=C0SX = 2sen2x-cosX—-cosx=0

= cosx:O;senZX:%-:: x =90°+180°K||x =15°+180°K | x =75° + 180°K |

C) sendx=sen2x = 2sen2x-cos2x =sen2x = 2sen2x-cos2x -sen2x=0
x=0°+90°K | x=30°+180°K |
1x=150°+180°K |

= sen2x-(2cos2x-1)=0 = 0032x=%; sen2x=0 =

d) cos2x —cos6x = sen5x+sen3x = -—-2sen4x-sen(—2x)= 2sen4x-cosX

= 2sen4x-(sen2x —cosx)=0 = sendx=0 = = sen(2x)-cosx=0
[x=90°+180°K |x=30° + 360°K |
|x=150°+360°K |

= cosx(2senx-1)=0 = cosx=0; senx=§ =
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e) sen2x-cosx = 6sen’x = 2senx-cos’x-6sen’x =0 = 2senx-(cos’ x—3sen’ x)=0

= senx=0 = [x=0°+180°K| = cos’x—3sen’x=0 = cos’x—3(1-cos’x)=0

= cosx:ig = [x=30°+180°K| [x=150°+180°K

f) 2senx=1tgx = senx(2cosx-1)=0 = senx=0; Cosx=l

= [x=0°+180°K| [x=60°+360°K| |x=300°+360°K

22. La solucién de cada ecuacién queda:

a)senx=1+2cos’x = senx=1+2-2sen’x = 2sen’x+senx—-3=0
= senx=1 = [x=90°+360°K

1 sen X
+
COSX COSX

= senx=-1 = [x=270°+360°K|

2
C)6COSZ§+ cosx=1 = 6( /m%j +cosx=1= 3+3cosx+cosx=1

= cosx:—% = [x=120°+360°K ||x=240°+360°K

b) secx+tgx=0 =

=0

d) 6cos® x+ 6sen’x=5+senx = 6=5+senx

= senx=1 = [x=90°+360°K

2
e) tg2x-tgx=1 = 21g 2X =1
1-tg“x
[x=30°+180°K |

B [x=150°+180°K]

= tgx=%

f) cos® x= 3sen’x = 1=4sen’x
x=30°+180°K |
= senx=t—- =

2 [x=150°+180°K|
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23. La solucion queda:

a) senx++/3cosx=2 = %senx+§cosx=1

= sen(x+60°)=1 = |x=30°+360°K|

b) senx+cos x=+/2

=

2

V2

1
—senx+7cosx=1

= sen(x+45°)=1 = [x=45°+360°K|

5 .
c) senx+cosx:§ = Imposible senx+cosx%2

24. Las soluciones de los sistemas quedan:

a) x+sen’y =2
Xx+cos’y =1

seny=1= seny=11= |y=

b) senx-cosy =

cos X-seny =

Ao plw

Sustituyendo enla1? ecuacién: sen (90°-y)-cosy =% = cos’y =% = cosy = w_L?

Sumando ambas
ecuaciones obtenemos:

Sumando ambas _ _
= ecuaciones: =2x+1=3 =

mlly3n
2 2

V3

= |y =30% x=6

00

y =150° x =300°

y =210°% x = 240°

y =330°% x =120°

C) cosx+cosy =1
cos(x+y)=1

De la 22 ecuacion
obtenemos:

=>X+y=0° = x=-y

Sustituyendo enla1? ecuacién: cos(-y)+cosy =1 = 2cosy =1

=>sen(x+y)=1=>x+y=90° = x=90°-y

= cosy = = |¥=80° | |y=300°

Y72 7 | x=300° | | x=60°

— (o]

d) x+y =90 y —90°x
senx+seny = g Sustituyendo enla 2% ecuacion
senx+sen(90°—x)=§ = 2-sen45°-cos(90°_x)=§
— o

= cos(45°—x)=§ = x-45°=30° 6 x-45°=330° = |V (%

y =15°
X =75°
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PAGINA 128

ACTIVIDADES FINALES

W 25. En una de las orillas de un rio hay un pedestal de 60 m de altura sobre el que se apoya una estatua de 9 m de alzada.
Halla la anchura x del rio, sabiendo que desde un punto A, situado en la orilla opuesta al pedestal, se ve la estatua bajo
el rmisrno angulo que se verfa a un hombre de 1,80 m situado delante del pedestal.

‘ A
B 26. Sabiendo que tg T \/%y que A es un angulo cuyo seno es menor que su coseno, halla cos 34 —cos A.

M 27. Una calle mide 12 m de ancha. Desde el punto medio de la misma
se observan los aleros de sendos edificios de alturas H y h bajo an-
gulos 28 y B, respectivarrente.

En el caso de que los angulos sean de 60° y 30°, calcula Hy h. En-
cuentra la relacion general gue liga a las alturas H y h, y com-
prueba que las alturas calculadas anteriormente verifican la rela-
cién general.

W 28. Siendo 4, B, Clos angulos de un triangulo, demuestra que:
tgA+tgB+tgC=1gA -tgB-19C
Nota: ayudate del desarrollo de tg (A + B + C), y recuerda que A + 8 + C = 180°.

W 29. En los manuales de agrimensura aparece |2 siguiente forrmula
para calcular el area de un triangulo, siernpre que se conozcan g
los elementos que en ella aparecen:

b a
1 tgA-tgB
s_ ! o 19A9E
2 tgA+tgB
Ayudandote de la altura correspondiente al vertice C, demuestra 4 C B

la farmula anterior.
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SOLUCIONES

25. Segun la figura siguiente:

G0 m

Llamando B al angulo bajo el cual se ve el pedestal, tenemos:

60 18

_ tgB+tga . 60+9 Ty 69  618-x
t9(B+a)= T, 60 18 ~ x  x?-108

1-tgB-tga’ X

X X

=7,2x*=7452 = | x=3217m

La anchura del rio es de 32,17 metros.

26. Queda del siguiente modo:

tgéz—\ﬁ = =* Hﬂ:—\ﬁ = cosAz—l;senAz—@<cosA
2 2 1+cosA 2 5 5

Hallamos:

cos3A—-cos A=-2sen2A-sen A:ﬁ
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27. Sea el esquema:

Los calculos quedan:

t960°:%: H=6-/3 = [H=10,39m
h 1

tg30°=— = h=6-— = |h=3,46m

930°=¢ N

h
2.0
2tg B . H h H 6

tg2p = .Sustituyendotg2 =— y tgp =— obtenemos: —=
9[31_,[92B Yy 9[36)’9[36 6 1_h72
36

= H-h?+72h-36H=0 =

o _6336+H” ~36
H

Esta es la relacién que liga ambas alturas. Relacién que se verifica para los valores obtenidos
anteriormente.

28. A partir del desarrollo de tg(A+B+C) y de sustituir A+B+C=180°, obtenemos la expresion
buscada:

tgA+tg(B+C) tgA+tgB+tgC-tgA-tgB-tgC
1-tgA-tg(B+C) 1-tgB-tgC-tgA-tgB-tgA-tgC

tg(A+B+C)=tg[A+(B+C)]=

Como A+B+C=180° entonces tg(A+B+C)=0 y queda tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC
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29. Sea un triangulo:

El area del triangulo es:

Szlbase-alturazlc-h
2 2

Vamos a calcular h:

X =

j—y
h tgA+tgB
C—X

_c. tgA-tgB
tgB =

De modo que sustituyendo en el area obtenemos la férmula buscada:

10‘0. tgA-tgB —102- tgA-tgB
2 tgA+tgB 2 tgA+tgB
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Unidad 6 — Numeros complejos
PAGINA 131

cuestiones iniciales
1. Halla las soluciones de las ecuaciones:
a) ¥*-4=0 b) ¥ +4=0

2. Halla las medidas de los lados de un rectangulo cuando se conocen el
perimetro, Py el drea, A. Considera los casos:
a) P=52y A=1,44 b) P=48 y A=1,69

a

P=2a+2b
A=a-b

3. Como sabes, es posible construir un triangulo rectdngulo con una
cuerda de 12 unidades, cuyos lados miden 3, 4y 5, y su drea 6 unida-
des cuadradas. Diofanto (275 d. C.) se pregunt6 si se podria construir
con la misma cuerda un tridangulo rectangulo de perimetro 12 y de area
7 unidades cuadradas. Intenta resolver la cuestion anterior.

SOLUCIONES

1. Las soluciones de las ecuaciones dadas son:
x2-4=0 = x=+2 x2+4=0 = x=+2i

2. En cada uno de los casos:

1) 2a+2b=5,2 :a:O,Sunidades o a=18u
a-b=144 b=18unidades b=0,8u

2) 2a+2b=4,8

=> no tiene soluciones reales
a-b=169

3. Llamando x, y a los catetos del triangulo rectangulo obtenemos:

= 12x* -86x +168 =0

Esta ecuacion no tiene soluciones reales, por tanto no es posible construir el triangulo que
proponia Diofanto.
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PAGINA 145

M Con el fin de que te acostumbres a escribir los protocolos de resolucién de los problemas, redacta los protocolos de los
siguientes problemas:

1. Decoracion. ;Cdmo colocarfas 10 lamparas de pie en torno a un cuarto de estar cuadrado, de manera que haya el
mismo namero de lamparas junto a cada pared?

2. Las calles del pueblo. Todas las calles de un pueblo son rectas, sin que haya dos paralelas. Al emplear una farcla en
cada cruce, se colocan 66 farolas. ; Cuantas calles tiene como minimo el pueblo?

3. Un criado sabio. Un sefior tenfa sus mejores botellas de vino dispuestas en la cava de la manera indicada en la figura.

Desconfiaba de su criado y todas las noches, antes de acostarse, bajaba a la cava y las contaba,
6 9 6 sumando el ndmero de botellas que habia en los tres cornpartimentos de cada uno de los cuatro
lados. Si la suma era 21 botellas en los cuatro casos, descansaba feliz.

Q Q El criado, por su parte, sabedor de |a estratagema y del bajo concepto que de él tenia el sefior,
decidi¢ robarle botellas. jY lo consiguié! Le robaba unas cuantas y redistribuia las restantes, de
tal modo que ello no perturbase los suefos del amo.

¢ Cuantas botellas, como maximo, pudo robar? ;céme quedd la cava?

SOLUCIONES

1. Si cada punto representa una lampara, la solucién quedaria del siguiente modo:

2. Sihay n calles el nUmero maximo de cruces es:

n?-n
Cn,2= >

2

2

Luego si hay 66 farolas = 66 cruces = = n*-n-132=0 = n=12 calles como

minimo tenia el pueblo.

3. Esta es una de las disposiciones en que quedd la cava. ] 20
Como maximo se pudo robar:
60-42=18 botellas.
20 1

La disposicion de las 42 botellas en la cava admite muchas
formas diferentes.
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PAGINA 148

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Efectda las siguientes operaciones:

a) 4i+3-5)+2-0+01-0 0 (2+i)-(=2 +3i)+(3+5i)
b) (2+4)+(3-2i)-2-(-4+7i) d) (5-4i)-(-3 +2i)+;—- (6 -6i)
B 2. Calcula los productos y cocientes:
a) (4-2i) - (5 + 3i) 9 B+i)-B-i) 251
4+ 2i
b) G +4i) - (6-1) g L+ f) =
3-i 2i
B 3. Sabiendoque u=4-3i, v=2i, w=-1+1, calcula:
E]
A u+vV-w o u? e) (u+v)? a u-(v-w) i) (u\;f)
b) u+i—(v—w) d) v? f)u-v-w h) £ L
w w
B 4. Calcula los valores de las operaciones siguientes:
a) i d) i gl 1+i+iP+iP+ . 2™
+ 50 +1 903 i302
b) i e) i h) j485 _ j274
3 H 11 R E]
Qi ) i+i2+ 4.+ L+l
1+
B 5. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla x con la condicién de que (x + 3i)* sea un numero irmaginario puro.
b) Encuentra a con la condicion de que (2 +i) - (a — 3i) sea un numero real.
¢) Calcula a + bi para que se verifique: (a + bi) - (2—-i)=7 —i.
d) Determina el nimero real x para que el cociente % sea un narmero real.
—Xi
B 6. Escribe de todas las formas posibles los siguientes complejos:
a) 2 + 2i o -3+4i R T P
b) 1-i d) i f) Ay h) 2q-
B 7. Representa en el plano complejo los siguientes nuimeros complejos:
342, 5-7i, 8, 3, -2+3i, 5-5, 2 e e Tiem 2w lu
B 8. Efectua las siguientes operaciones, expresando los resultados en forma bindmica:
a) 4y - 355 d) [6 (cos 130° + isen 1307)] - [3 (cos 80° + i sen 807)]
b) 12e0 : 30 . 4 (cos 330° +i sen 330°)

2 (sen 30° + i sen 30°)
c) 204, :5,5



SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

a)6-3i  b)13-12i  ¢)7+3i

2. Las soluciones son:

a) 26+ 2i b) 22+ 21i

e) —i—gi

d) i
10 5

3. Las soluciones son:

a) 5-2i b) 3-3i

f) —14-2] 9) 7+

4. Las soluciones son:

iZOOO.i =i
g) i+t +P+ . 4P = =1

I RO LY LN Ly PP

) e

143 i—1

5. Quedan del siguiente modo:

d) 11-9i
c) 10
5.
f) ——i
)75
C) 7-24i d) -8i e)15-8i
7 1. 5 99 L
h)_E_EI I)Z_TI i) 1-=i
b) i =2 =—1
d) i =i =-i
-20.
i+ 420 = ,"1_'=o
|_
jo02 2 1 11
)W e e 22

a)(x+3i)2:x2—9+6xi = imaginario puro x*-9=0 = x=%3

b) (2+i)(a-3i)=2a—-6i+ai+3=n°real => -6+a=0= a=6

7 —

c)(a-bi)(2-i)=7-i = (a+bi)=

i_(7—i)(2+i)_3

2+xi_(2+xi)(1+xi)_2—x2+3xi

2-i (2-i)(2+i)

1-xi  (1=xi)(1+ xi) 1+ X2

=n°real = 3x=0= x=0
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6. La tabla queda del siguiente modo:

Afijo biic:')rrrr?iia Forma polar Forma trigonométrica
(2,2) 2+2i (2\/5)450 242 (cos 45° +isen 45°)
(1,-1) 1—i V2415 V2 (cos 315°+isen 315°)
(-3,4) ~3+4i 5,0, 5(cos 127°+isen 127°)
(0,1 i 190° 1(cos 90° +isen 90°)
(-1,1) —1+i V2156 V2 (cos 135° +isen 135°)
(243,2) 243 +2i 4, 4 (cos 30°+isen 30°)
(—/2,—/2) —J2-2i 2,55 2(cos 225° +isen 225°)
(2,24/3) 2.+ 2/3i 4. 4(cos 60°+isen 60°)

h

7. Las representaciones quedan del siguiente modo:

I .
(3,2] 8i
3
© g 0 o o) > T =
E-7i
_2 + 3‘" A A 'Y A
""""" ? Tage
239
2 " 1
- . .| g 30c -\Ig O.:‘ .
o " [5] ™ [5] [5]
5-5i
& F 3 .
dype
il
o . | 226" .
".45 _ lmoo s \J a0 _ I/’ . R 270%- ~, R
o 1 © L0 N o
2
1
2338 11270
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8. Las soluciones son:

a) 4, -3, =12,.. =12 (cos 45° +isen 45°) _12[[ f} 6/2 + 6421

b) 1260 =4,,. =4 (cos 30°+isen 30°)=4(£+i1 =2+/3 +2i
o 2 2
24
c) 2045 =4_.=4(cos60°+isen60°)=4 1+i£ =2+23i
5, 60 2 2

d) [6(cos130°+isen130°)]-[3(cos80°+isen80°)|=6, . - 355 =18,,,- =18(c0s 210° +isen210°)=
=18(—§——j=—9\/_ 9i

4 (cos 330°+isen 330°) 4330
2(sen30°+isen30°) 2,

€) = 2500 =2(c08300°+isen300°)= 2{%4&]:1_\/@
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PAGINA 149

B 9. Calcula las siguientes potencias:
a) (1567 b) (4,50 ) [4(cos 20° + i sen 20°)°

M 10. Calcula el cuadrado, el cubo y la cuarta potencia de los complejos:

a)l+i by1-i c2+3i d)-2+i e 2,c )1 9 30 h 3
M 11. Expresa el resultado de las siguientes operaciones en forma polar:
2) (4 -4 O @+ Vai o9 —2Y3-2°
‘ (4V2 + 4\/2iF°
3V3
b) (V3 +iP: (1 - d) 7 (4- 4V f i (TVF - %)
M 12. Calcula las siguientes rafces: [
S 9 Y1+ &) V-] 9 \# ) ¥
: of 1-i ‘ af 53
b) V-25 d) V-27 fy : h) V729i i -
V o 1+i Vo2
M 13. Obtén y representa graficamente las soluciones de las siguientes raices:
a) V1 b) V1 o Viei d) V=32 &) V=27

M 14. Comprueba que los nurneros complejos 4 +3i y 4 —3i son las soluciones de la ecuacién:

x'—8x+25=0

M 15. Halla las ecuaciones de sequndo grado, cuyas soluciones son los nimeros:

a)iy—i b) 2+2iy 2-2i Q 2+3iy2-3i =) B V ap

M 16. Halla todas las soluciones de las ecuaciones:
a)z°-1=0 Qz'+1=0 e) z-81=0

b) Z2+z+1=0 d) 22 -62"+102-8=0 f) z2-64=0

M 17. Calcular el madulo y el argumento de todas las raices de las ecuaciones:

a) Zl+z+1=0 2 +iz+2=0 e) Z2+1=0
b) z22-V12z+4=0 d) z°-2827+27=0 f) 22-64i=0

M 18. Utilizando la férmula de Moivre, obtén sen 2¢t y cos 2a en funcion de sen o y cos @. De igual forma, halla sen 4a
y cos 4a en funcidon de sen e y cos e

M 19. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Determina b para que el médulo del cociente (b + 4i) : (1 +1i) sea V/26.
b) La surna de dos ntmeros cornplejos conjugados es 24, y la suma de sus médulos es 26. ;De qué nlrmeros comple-
jos se trata?
c) La surna de dos numeros complejos es 5 — 3i. El cociente de ambos es imaginario puro, y la parte real del numera-
dor es 4. Halla dichos ndmeros.
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SOLUCIONES

9. Las potencias quedan:

3

a) (1y)

=10 = i
b) (4225° )2 =165, =164, =161

c) [4(cos20°+isen20°) ] =(4,,. )’ =64, =32+32V/3i
10. Cada uno de los casos quedan:

a) 1+i=+/2.4s
(1+i) («/_45) 200 =21

1+I (f45) 2\/_135°=—2+2i
1+I (\/_45) 180 -4

b) 1-i= \/_315
2
(1-iy _(\/_315) 25300 = 25700 == 2
(1_i) =(\/§315°) =2\/§945°=2\/§225°=—2—2i
4
(1_i)4=(\/§315°) = 4500 =igo- =— 4
c) (2+3i)2=—5+12i

(2+3i)° =(-5+12i)(2+3i)=—46+9 i
(2+3i)* =(=5+12i)? =—119-120 i

d) (—2+i) =3-4i

(=2+0)° =(3-4i)(-2+i)=—2 + 11i
(=2+i)* =(3-4i) =— 7 24

’ 281350; (245° )4 216180"
4
:13150; (12250) :1180"

9605 (30:) =270 (300:)" =87

w
©
o
N—
N
Il

=955 (3150 ) =27 15005 (3150:)" =875,
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11. Las soluciones quedan:

4
a) (-4-4i)* :(\/@315") =1024,4

(B+) () 324

_ - =82 75 =826
(1_i)3 (\/53150)3 2\/5225" * 28

b)

P’ i 1+ V2

TR TR B

d) i ’(—4 —4\/§i)7 == i(_4_4\/§i)7 :1270° '(8240° )7 :127o° '8724o° :87150°

e) = 2

(2\/§ 2 i)8 _ (4330° )8 _ 4 _ (1}
(-42+442 i)6 (8s) &or 3

12. Las raices quedan:

3/ r - . -
a) Y=y =lapras0k =lsgrrizgx = Las raices son: 1y gy oo
3

b) V=25 = /25,55 =V25 180°1360°k =Dgge 150k = Las raices son:5y.; 5,0
2
C) J1+i =\4/\/§45° =\8/§45°+360°K =\8/§11°15'+90°K = Las raices son: \8/511"15';\8/5101%5'; \8/5191%5';\8/5281“15'
4

d) V=27 =327 0o =3 1801360k =3gs100k = Las raices son: 3.5 35005 33000
3

e) \3/1—i=\3/\/§315° :\6/5315°+360°K :\6/5105°+120°K = Las raices son: \6/5105"; \6/5225’;\6/5345"

3

1_i 3 . ’
=== 1,00 = 12704360k = Togrirapex = LS raices son: 1yp; 1o0; Tasge

f) s
)1+i 3
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13.

/—32 . .
g): - =321 =3/324 =200s360°k =247 = LASTaices SO 2,4.; 2405 216505 293405 23060
5

h) <7291 =729, =729 01360« =3, 50« = Lasraices son: 3,.; 3,55 3,555 310505 3o Sasse

6

. 6/ 6 s . . . . . .
i) i = oo = NAT—— lseoox = Lasraices son: 1,.;1,c; 1ase; Tigses Tonses Ta1se
6

N [ ) .
j) 2 oY :«/5:,3/10c SN =1,0« = Lasraicesson: 1,;1,:; 1540
3

Quedan del siguiente modo:

a) =1 =1gse0k =Teox = Las soluciones son: 1,:; 1o-; Ti0s haor; Taao7: Ta0:

6
Graficamente obtenemos los vértices de un hexagono regular centrado en el origen
coordenadas.

3 H . . .
B) V=1=is0 =Nig0360:k = loors120ox = Las soluciones son: 15..; 15005 130
3
Graficamente obtenemos los vértices de un triangulo equilatero centrado en el origen
coordenadas.

4 1 — — — H . . . .
C) J16i =165 =290, 5600k =2p05400xk = Las soluciones son: 2, .52, ;5 2505503 250250
4

Graficamente obtenemos los vértices de un cuadrado centrado en el origen de coordenadas.

5 1 . . . . .
d) V=32 =3/32,50 =215001360°k =2360:720x = Las soluciones son: 2,..; 2,445 245005 2ose; Laae
5
Graficamente obtenemos los vértices de un pentdgono regular centrado en el origen
coordenadas.

3 1 — 3 — — 1 . . .
€) —271=3/27 5700 =370, 360°k =3001100k = Las soluciones son: 3g,:; 3,145 33300
3

Graficamente obtenemos los vértices de un tridngulo equilatero centrado en el origen
coordenadas.

de

de

de

de
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14. Sustituyendo en la ecuacion original cada una de las raices obtenemos:

« (4+3i)° ~8(4+3i)+25=16+24i-9-32-24i+25=0
« (4-3i)° -8(4-3i)+25=16-24i-9-32+24i+25=0

15. Las ecuaciones quedan del siguiente modo:

Toda ecuacién de segundo grado se puede construir del siguiente modo a partir de sus dos
soluciones: z?-S-z+P=0 con S=suma de soluciones y P =producto de soluciones.

a) S=i+(-i)=0 _
P=i'(—i)=—i2=1} = z°+1=0

b) S=(2+2i)+(2-2i)=4

2 —_
P=(2+2i)-(2-2i)=8 }:> z°-4z+8=0

c) S=(2+3i)+(2-3i)=4

2 _
P=(2+3i)-(2—3i)=13} =2 -4z+13=0

d)2450=\/§+x/§i} S=(V2+2i)+(J2 -2i)=22 —22_2J22+4-0

255 :\/E_ﬁi - P =(\/§+\/§i)'(\/§—\/§i)=4
16. Las ecuaciones quedan:

6 _ _54_s _ _ _ . _ . _ . _ . _ . _
a)z°-1=0 = z=1= = =T = 2 =No05 Zi=To003 2 =003 Z4 =003 Zu =oaoei Zs =aooe

SIE R NN 1. 43
=

b)Z’+z+1=0 = z=

N
N
N

c)z'+1=0= Z=ﬂ=\4/11so° =gk =ligooc = Zo=Tasos Z1=T3505 Z, =Tp0605 Z3 =Ty
d) 22-6z"+10z2-8=0 = (z-4)(2°-22+2)=0 = z,=4; z,=1+i, z,=1-i

e) 2'=81=0 = z=81={[81, =310« =3k = Zy =30} Z; =300} Zy = 31500} Z5 = 3pr00

K

f)z°-64=0=> z="l64="¢ 64, =25 000k =24k = Zy =205 Z;=200; Zy =24500;

K

Z3 =2180°; Z, :2240°; Z; 22300°
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17. Las soluciones quedan:

_1+.1— _ i
a) 2°+z+1=0=z= 1_21 4 1i2\/§|

1 3. _ 1 3.

21:—54‘7':11200, 22—_5_7|:1240°

\ .
b) 22 —122+4=0 = ,_N2£\12-16 2322 7,

2 2
= z1=\/§+i=2300; 22=\/§—i=23300

c)z’+iz+2=0 = z=

—it\ -8 —it-9 1+3i
22

2

+ - 27
d) 26 -282°+27-0 = 7°-20\784 108228126:{

2 2 1

27 = 2=27 =27 ¢ =30« = Z;=3p Z1=3100) Z =300

Para cada solucion: . .
1 = z2=N=PNo=1ppe = z2,=1; Z,="pp; Ze=Tps

3,4 34 _ _
e)Z°+1=0 = z=+v-1=; Tiso> =T1s01360°k = Tooes120°k
3
= 20:160"; Z1=1180°; Z, :1300"

f) 2 —64i=0 = z=[641=645 =4qy s0rx = Hsorsio0nw
3

= % :430°; Z, :4150°; Z, :427o°
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18. Las demostraciones quedan:

* (cos a.+isen o)’ =cos 2a.+isen 20.=cos’a.—sen’a +2sen o cos o i =cos 2a.+i sen 2a.
cos 20.=cos’ o.—sen’ o,
sen 2a,=2 sen a.-Cos o

* (cos a+isen a)*=cos 4a.+isen 4o+cos’ o+sen’ a—6cos” a sen® o+

+4sena-cos’a-i —4sen’o cos ai=cos 4a +isen 4a
cos 4o =cos* o +sen* a.—6cos? a - sen? a
sen 4o =4 sen a-cos®* o —4sen® a-cosa

19. Quedan resueltas del siguiente modo:

. 3 2 2 2
a) D4 _b+4 4-b, (Eifj+(f—9) _26 = 2*18 o6 & b2_36 = b=x6
14 2 | 2 2 2 2

= Los numeros complejos son: (12+5i); (12-5i)

b) (a+bi)+(a—bi)=24 a=12
=
a’+b* =26

c) (a+bi)+(c—-di)=5-3i a+c=5 a=4 a=4
a+bi . L b+rd=-3 c=1  c=1
-=imaginariopuro; = — 5
c-di bd +4c=0 b=—4 b=1

Los numeros complejos son: (4 —i) y (1+i) o bien (4+i) y(1-4i)

108



PAGINA 150

ACTIVIDADES FINALES

W 20.

M2
W22,
W 23.

W24

W 28.

H 29.

H z0.

. Calcula el &rea del hexdgono cuyos vértices son los afi-

El ndmero 5i es una rafz cibica de un nimero cornplejo; calcula las otras rafces y el ndmero complejo.

Calcula y representa las ocho primeras potencias del complejo z=1 + i. Observa que los afijos se encuentran sobre
una curva espiral.

Halla las coordenadas de los vértices de un hexagono regular, de centro en el origen, sabiendo que uno de sus vértices
es el afijo del numero complejo 2,z

Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado, con centro en el origen, de forma que uno de sus vértices sea el
afijo del narmero complejo 2.

¢Qué ocurre con el afijo de un nirrero complejo cuando este se multiplica por i? ¢y cuando se divide por i?

. Un cuadrado de centro 0 tiene un vértice en (3, 4). Halla las coordenadas de los demas vértices.

. Un cuadrado tiene sus vértices por encima del eje real. Si dos vértices consecutivos del cuadrado son 2 +i y 5 + 3i,

halla los otros dos vértices.

. Dado un complejo cualquiera, distinto del complejo cero, ¢cudl es el modulo de su inverso? /y el argurnento de su in-

verso? ;Donde se situa el afijo del inverso del complejo dado?

Calcula las coordenadas de los vértices, el perimetro y
el drea del triangulo cuyos vértices son los afijos de

V=64,

Halla el cuadrildtero cuyos vértices son los afijos de las
raices de la ecuacion:

z'+4=0

Halla dos complejos conjugados tales que el triangulo
que forman sus afijos con el origen sea equildtero y su
area valga 2V/3.

jos de las raices sextas de —64i.

T Imagen obtenida de un estudio por ordenador de la apro-
ximacién a las soluciones de la ecuacién z* - 1= 0.

La imagen permite ilustrar las siguientes palabras del mate-
matico francés Jacques Hadaward (1865-1963):

«La trayectoria mas corta entre dos verdades reales pasa a
través del dominio complejo.»
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SOLUCIONES

20. Queda:
Yz=5i = 7z=125f% = z=—125i

Las otras raices son:

53 5. . 53

J-1251=3[125,,. =545 100« = 2y =5y =5i; 2=550 =— 1 Z=5ap =~

21. La solucién queda:

z=1+i= \/5450 25-7%.7= 4\/52250 /,ﬁ. Los afijos se representan por:
22 =(1+ i)2 =2i=24,, 2°=2°.2=8,,. [ o S ,

z° 2(1”)3 =225 7" =2°%.7=8V245 v )

24 222 .Zz :290" '290° :41800 z8 = 27 .z :163600 \\ o .

22. Los vértices del hexagono regular son:

2150°5 22407 23007 20%5 2607 21200
Las coordenadas:

(2,0); (1,4/3); (-1,4/3); (=2,0); (<1,—/3); (1,—/3)

23. Los vértices del cuadrado son:
290"; 2180"; 227o°; 20°
Las coordenadas:

24. La solucién queda:

« Se obtiene el numero complejo girando 90°, es decir, si el nimero complejo tiene como afijo
(a, b) obtenemos, al multiplicar por i, el nUmero complejo de afijo (— b, a).

o Al dividir el numero complejo i, se obtiene el mismo numero complejo girado 270°.

a+bi
i

=b-ai. Suafijoes (b,—a)

25. Los vértices del cuadrado son: (3,4); (-4,3); (-3,—4); (4,-3)
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26. Los vértices son: 2+i; 5+3i; 3+6i; 1+5i
27. Quedaria del siguiente modo:

Sea el complejo: z=a+Dbi

Su médulo es: ;—i

11 a b . Jaz+n? |7
z

Ca+bi a?+b? a’+b?

Su argumento: tg az_—b (es el opuesto del argumento de z)
a
Graficamente, el inverso de z se obtiene por una homotecia
de razon K =ﬁ y angulo (-arg z)
z

28. Los vértices de la figura se obtienen a partir vienen de la siguiente ecuacion:

3/ _3f _ _ . .
_64 - 64180° _4180°+360°K _460°+120°K = 460°’ 4180°’ 4300°

3

Calculamos el lado | mediante el teorema del coseno:

A%
12=42+4? _2.4.4.c0s120° = 1=6,93 u P
Perimetro=3-1=20,79u 5,3//
dyaa? 4 .
T .

V3 ~| &
R SN N
Area=—% =—"-20,78 u? -

2 4 = daper

29. La solucion queda:

z*+4=0 22:\4/1:\4/41800 =2 = 2450100

4
Los vértices son: \/54so=1+i x/§135°=—1+i \/Ezzso=—1—i x/§31so=1—i

180°+360°K
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30. Sean los complejos (a+bi) y (a—bi). El triangulo que se forma es el de la figura:

Para que sea equilatero se debe cumplir que: /a?+b?=2b

. ia, bl
Para que su area sea 24/3 se debe cumplir: 2b2 a =23 b Pl
-
Resolviendo el sistema obtenemos: /”’/
0 ~— 3
a’+b’=2b | _ a2=3b2} . a=+6 ~_
ab=2y3]  ab=2V3]  b=#\2 " .
la—b)

Los complejos son: (\/§+ 2i) y (\/5—\/§i)
(-6 -~2i) y (-6 ++/2i)

31. Los vértices de la figura se obtienen a partir vienen de la siguiente ecuacion:

6/ T 6 _ _ . . . . .
—64i = 64270° _2270°+360°K _245°+60°K = 2450’ 21050’ 2165"’ 222501 2285‘” 2345u

6

Calculando el valor del area obtenemos: 6\/5 u?.
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Unidad 7 — Geometria analitica en el plano

PAGINA 153

cuestiones iniciales

1. Estudia si los siguientes puntos estan alineados:
A(5,2) B(3,3) C{049

2. Sea el tridngulo de vértices A(3, 2); B(7, 4); C(5, 6). Estudia qué tipo
de triangulo es y halla su perimetro y su area.

3. Halla las coordenadas del baricentro del triangulo de vértices A(0, 0);
B(4, 2); C(2, —8). Representa las ecuaciones de sus medianas.

4. Determina la ecuacion de la recta en los casos siguientes:

a) Pasapor(-1,0), m=-3 b) Pasa por los puntos (1, 2) y (2, 1)

SOLUCIONES

1.

La ecuacion de la recta que pasa por Ay B es: x+2y-9=0. El punto C no pertenece a la recta
pues no verifica la ecuacion. Por tanto A, B y C no estan alineados.

Calculemos la longitud de los lados del triangulo:
d (A B)=+/20 d(A,C)=+20 d(B,C)=+/8

Por lo que el triangulo es isdsceles.
El perimetro y el area se calculan del siguiente modo:

Perimetro=+/20 ++/20 +/8 =45 +2/2 u
d(B,C)=v/8=2/2; P es el punto medio de BC = P (6,5) = d(A,P)=32

Area:@=6 u?
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3. El baricentro de un triangulo tiene de coordenadas:

X, + X, + X5 Yy +Y,+Ys
3 , 3

Las ecuaciones de las medianas quedan:

j = En nuestro caso queda g(2,-2)

Desde A al punto medio de BC queda: x+y=0
Desde B al punto medio de AC queda: 2-y-6=0
Desde C al punto medio de AB queda: x=2

4. Las ecuaciones pedidas son:

a)y=-3x-3 b)y=—x+3
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PAGINA 167

B Con el fin de que te acostumbres a usar las fases de un modelo, resuelve los siguientes problemas:

1. Vendimiadores. Una cuadrilla de vendirniadores tenia que vendirriar dos fincas, una de doble superficie que la otra. Toda la
cuadrilla estuvo vendirmiando en |a finca grande durante medio dfa. Por la tarde, la mitad de la cuadrilla vendimié en la finca pe-
quefay la otra mitad en la grande. Al finalizar el dia sélo les quedé un poco que vendimiar en la finca pequefia, para lo cual fue
necesario que vendirniara un solo vendimiador el dia siguiente. ; Cuantas personas componian la cuadrilla?

2. Primos. Supongaros que X es cualquier nimero primo mayor que 3. Demuestra que X* da de resto 1 cuando se divide por 12.
3. Tinta de imprenta. Para numerar las paginas de un libro grande hacen falta 2 989 digitos. ;Cuantas paginas tiene el libro?

4. Tres naipes. Tres naipes de una baraja estan colocados boca arriba en una fila horizontal. A la derecha del rey hay una o dos
damas. A la izquierda de una darna, hay una o dos damas. A la izquierda de un corazén, hay una o dos picas. A la derecha de
una pica, hay una o dos picas. ;Puedes decir de qué cartas se trata?

SOLUCIONES

1. Podemos resolver el problema mediante ecuaciones pero es un camino muy complicado.
Intentaremos representar la situacion:

Finca grande Finca pequefa
X X X
x | x| x || %] % | %
3 3 3 3 3 3
 — ——
yz dia % dia % dia media cuadrilla Sin segar
todala cuadrilla media
cuadrilla

Superficie finca grande = x Superficie finca pequeina = %

Las condiciones del problema nos muestran que si toda cuadrilla trabajé durante la mitad del dia
en la finca grande y soélo la mitad de la cuadrilla el otro medio dia. Entonces la mitad de la

cuadrilla vendimié la tercera parte de la finca grande en medio dia, es decir, % Luego en la
finca pequena durante medio dia vendimiaron el equivalente a la finca grande, es decir,
%:2%, luego quedé sin vendimiar % de la finca pequena que la vendimié 1 trabajador al
dia siguiente.

Si un trabajador vendimia XG en un dia y se vendimiaron el campo grande 3X3 mas el

~ 3x/ X . p . , . .
pequefio ( A A) todos los trabajadores en 1 dia, entonces el primer dia se hicieron:

3x (3x 3x) 6x 2x 8x X
_ | ——— :—+—:—:8- —
3 ( 6 6 J 6 6 6 (GJ

Es decir, en la cuadrilla habia 8 vendimiadores.
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2. Hay que ver que x* -1=12.

x—1=f’> y x+1=4'1
x?—1=(x-1)(x+1) = Alser x primo>3 = o)

x-1=4 y x+1 -3

En ambos casos, x* _1=3.4=12

3. Hacemos el siguiente diagrama:

Paginas 1-9 10-99 100-999 10001025
numeradas
Digitos 9 180 2700 100
usados
Total digitos | 9 180+9 | 180+9+2700=2889 | 2889+100

En total hacen falta: 2 889 + 100 =2 989 digitos.
100 digitos son 25 paginas, entonces hacen falta 999 + 25=1 024 paginas.
El libro tiene 1 024 paginas.

4. Por medio de ensayo y error dirigido se obtiene:

« Con la informacién referida a los Reyes (R) y las Damas (D) llegamos a que puede ser RDD o
DRD.

« Con la informacion referida a los Corazones (C) y las Picas (P) llegamos a que puede ser
PCP o PPC.

Juntando los resultados obtenidos llegamos a que la solucién es: Rey de Picas — Dama de Picas
— Dama de Corazones.
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PAGINA 170

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Un vector fijo tiene su origen en el punto A(1, —4) y sus coordenadas son (3, 2). Halla las coordenadas de su extremo.
Calcula el madulo del vector.

B 2. Tres vértices consecutivos de un rectangulo son los puntos de coordenadas (1, 1); (6, 6) y (3, 9). Halla las coordenadas
del cuarto vértice.

B 3. Dados los vectores v = (1, 5); w= (=3, 4) y U=1(5,12), halla:
a) Ivl, Wi, 1]

b) El coseno del angulo que forman dos a dos )37

o
e) Un vector normal a w

¢) Los dngulos que forman dos a dos g) Un vector paralelo a v

d) V+W+U analitica y graficamente

-t =) s .
Bl 4. Halla el producto escalar v -w en los siguientes casos:

£y 5y =y —
a) Wl=4; Wl=6; (Lw)=45° ) V=(3,-4): W =(~12,-5)
o~
b) Il = 3; w=(2,\/5); (W) =60° d) ¥'= (=3, 4% W = (15, —20)

. — — . : - = - =
B 5. Sabiendo que a y b son unitarios, demuestra que a+ b esortogonala a—b.

— =
W 6. Sean losvectores v=(3, x); w=1(y,5). Calcula x e y, de
manera que ambos vectores sean perpendiculares y

a7l = 13.
— —
H 7. Dadgs los vectores a=(1,5) y b =_)(3_,)—T), ha[;a un vec-
tor ¢ de manera que se verifique c-a=1y c Lb.

B 8 Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los puntos
(3, 0) y (5, 4). Halla las coordenadas de los otros vértices.

B 9 Halla, en todas las formas que conozcas, las ecuaciones de
las rectas en cada uno de los siguientes casos:

a) Pasa por el punto A(-2, 2) y tiene por vector director
—
v=(2,-3).

b) Pasa por los puntos P4, 3) y Q(-2, 4).
c) Pasa por el punto (3, -1) y tiene de pendiente m =-2.

d) Pasa por el origen de coordenadas y tiene 30° de incli-
nacion.

1 Trafalgar Square, del pintor holandés Piet C. Mondrian

e) Pasa por el punto (3, -2) y es paralela a la bisectriz del
primer cuadrante.

(1872-1944), cuadro en el que la trama ortogonal de rectas
define por completo la composicién.
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SOLUCIONES

1.

El moédulo queda:

Vas=(3,2) = B(4,—2) y el médulo quedara |V as|=4/32+22 =13

Consideramos el rectangulo ABCD: curel

B (6,6

V a0 =Vac =(-3,3)
Como A(11) y Vao=(-3,3) = |D(-2,4) D

Quedan del siguiente modo:

a)lvl=v26; lwl=5; lul=13

b) cos(Q,vV):1—7' cos(v,u)=

526" 13426

C) (V.W)=48°10'47":  (v,u)=11°18'36"; (W,u)=59°29' 23"
d)v+w+u=(3,21) :
e) Vector normal a w =(-3,4) es n=(4,3)

f) 3.v=3-(1,5)=(3,15)

g) Un vector paralelo a v=(1,5) es p=(15) 6 q=(2,10)

La solucion es:

a)v-w=I|v|-lwl-cos(v,w)=4.6-cos45°=12+/2 =16,97
b)v-w=|v|- IW|-cos(\7,VV)=3-3-C0360°=%=4,5

c)v-w=(3,-4)(-12,-5)=—16
d)v-w=(-3,4)-(15,- 20)=—125
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La demostracion queda:

Como a y b son unitarios = |al=|b|=1

Calculemos el producto escalar de (a+b) por (a—b):
(a+b)-(a-b)=a-a-b-b=lal’- |bf=0

Al ser su producto escalar nulo,podemos decir que son ortogonales.

Quedaria:
wv:o} _, 3y +5x=0 } _ x:% x=_§
— T
Quedaria:
. o1
9"3‘:1 = x+5y=1} = 16 _ El vector quedazéz(i,ij
c-b=0 3x-y=0 y:i 1616

16
Quedaria del siguiente modo:

Q1.6
Ve =(2,4) T~ 86
Mediante los vectores perpendiculares y paralelos P2 5
a V as obtenemos las dos soluciones del problema \/
como se observa en la figura. o AE0)
D(7,-2)
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9. Latabla queda:

Ecuacion Ecuaciones Ecuacién Ecuacion Ecuacion
vectorial parameétricas continua general explicita
. x=-2+2t x+2 v-2 3
a x,v)=(-2,2)+t(2,-3 ==— |3x+2y+2=0 =—-=—x-1
| = (2,20 e (2,3 | BT BB RS v v--3
b) v =(-6.1) x:4—6t} x—4:y—3 x 16y -22-0 =—lx+£
(x,v)=(4.3)+t(-6,1) | y=3+1t -6 1 6 6
) v=(1-2) x=3+t } x—3:y+1 9% +v-5=0 V= 2% 45
(x.v)=(3.-1) +t(1,-2) | yv=-1-2t 1 -2
ano 1 )
d) m =tg 30 _—3 x_0+.\.'3t} x v x -3y =0 y:ix
(x,) = (0.0) + £(v3.1) |V=0+¢ V31 V3
e) v=(1,1) x=3+1t } x-3 Vv+2 x—y-5=0 v=x-5
(x,v)=(3,-2) +t(1.1) y=-2+t 1 1
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H 10

.

iz

N 13

M 14

M 16
M 17.
M 18.

M 19

M 20.

M2

W22

W 23.

Dada la recta de ecuacién 2x - 6y + 3 =0, escribela en forma continua, paramétrica, vectorial y explicita.

Calcula el valor de a para que la recta de ecuacion ax + 3y -9 =0:
a) Pase por el punto (3, 1)

b) Tenga de pendiente m = -1

¢) Uno de sus vectores sea r (B, —4)

Halla las ecuaciones de los ejes coordenados y de las bisectrices de cada uno de los cuadrantes.

Estudia la posicion relativa de cada uno de los siguientes pares de rectas:

rx-3y+5=0 2 x=2 y+1 Q) ry=2x-5

5 2x—6y+9=0 T3 2 sy=x+4
S:3x+2y-4=0

r3x+2y-12=0 d rx+2y-3=0 rx-y=2

sx-y+7=0 s 2x+4y-6=0 sy =0,2)+1(3, 3)

Halla un vector director y uno normal a las rectas de ecuaciones:

=1- X+2
x=1 21‘] Q y=4x-8 d) =y-4
y=3t

a) 2x-5y+10=0 b)

. Calcula el angulo que forman las rectas r y s en cada uno de los siguientes casos:

a) r (¢ ) =3, <1)+t(1,4) b) r: Xj =%

sib Y =(2,-3) +1(2, 8 x4+ 1 v—2
s -

3 2

Halla el perimetro del triangulo de vértices A(5, 3), B(6, 2), C(3,1).
Halla la distancia del punto (-2, 0) a la recta 3x + 2y + 2 =0.
Halla el drea del cuadrado que tiene dos de sus lados en las rectas dx—y+5=0,8x-2y + 12 =0.

Calcula, en cada uno de los casos, |as ecuaciones de la recta paralela y perpendicular por el punto que se indica:

+4
a) y=—2x+6,P(1, 1) b) 2x—4dy +5 = 0; P(0, 3) ()X—Z:YT;P(O.O)

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas x— 2y -4 =0, y=4x +5, y es para-
lela a la recta 3x + 2y =0.

Las ecuaciones de dos rectasson 3x—5y+2 =0y 6x+ my= 1. Hallaelvalor de m para que:
a) Las rectas sean paralelas. C) Las rectas sean coincidentes.
b) Las rectas sean perpendiculares. d) La sequnda recta pase por el punto (6, 5).

Halla |a ecuacion de la recta mediatriz del segmento de extremos A(1, 2) y B(5, 2).

La recta de ecuacion 4x— 3y =54 es mediatriz del segmento AB. Sabiendo que A tiene de coordenadas (1, 0), halla las
coordenadas del punto B.
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SOLUCIONES

10. Un punto de esa recta es P(O,%j. Su pendiente es ng y su vector director vi=(6,2) o

11.

V2= (31).
Con estos datos obtenemos las ecuaciones:
1 x=0+3t
Ecuacién vectorial: (x,y)=[0,§j+t(3,1) Ecuaciones paramétricas: y=l+t
2
g1
Ecuacion continua: XT_OzTZ Ecuacion explicita: y=%x+%

Para cada valor queda:

a) El punto (3,1) debe verificar la ecuacion de la recta = 3a+3-9=0 =

b) La recta ax +3y —9=0 en forma explicita es: yz%ax+3:> mz%a=—1 =

c) Uno de sus vectores esv = (6,— 4) = m=%. Como mz%az%: =X

12. Ambos ejes quedan:

« Eje OX: Pasa por el punto O(0,0) y uno de sus vectores directores es v = (1,0).

La ecuacion sera:

« Eje OY: Pasa por el punto O(0,0) y uno de sus vectores directores es w=(0,1).

La ecuacion sera:

« Bisectriz 1. y 3. cuadrante: Pasa por el punto O(0,0) y forma un angulo de 45° con el eje
OX, es decir: m=tg45°=1.

La ecuacion sera:

« Bisectriz 2.° y 4.° cuadrante: Pasa por el punto O(0,0) y forma un angulo de 135° con el eje
OX, es decir: m=tg135°=-1.

La ecuacion sera:

122



13. Las posiciones son:

a) Paralelas.

b) Secantes no perpendiculares.
c) Secantes perpendiculares.
d) Coincidentes.

e) Secantes no perpendiculares.
f) Paralelas.

14. Los vectores en cada caso son:

Vamos a llamar v al vectordirectoryﬁ al vector normal.

(5,2) y n=(-25)
(-2,3) y n=(3,2)
=(14) y n=(-4)
=31 y n=(1-3)

V)

vvvv

O

<l <l < <\

15. Aplicamos la definicion de producto escalar a los dos vectores directores de las rectas en cada
uno de los casos:

a)V, = (14) W= (28) = cos(V,w, )= e _ 2*52

=1 = (v,,w,)=0°

v, [ Tws| A7 /68
b)V. = (2-3) W.=(32) = COS(\T"VTS):I\%I:IV\YVS ij_ = (v,,W,)=90°

16. Calculamos la longitud de los lados como el médulo de cada vector:

\7AB=(1,—1) = |\7AB|=\/§
Viac=(-2,-2) = Vacl=8 } = Perimetro=+/2 +4/8 +110 =32 +/10=7,4 u
\_/BC:(_B,_1) = |\78C|:\/ﬁ

17. Queda:
P (-2,0) |(-2)-3+2:0+2]

= d(P,r)=
rz3x+2y+2=0} (P.r) /32 1 92

= 4 =111u
3
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18. La longitud del cuadrado es la distancia entre las rectas:

r=4x-y+5=0

S=8x—2y +12=0 Tomando un punto de la recta r P.(0,5)

8:0-2-5+12
8% +(-2)?

2
2 . 2 4

= = Area=1?=| —=— | =—=0,059 u?

/68 [VGS] 68

[=d(r,s)=d(P,,s)=

19. Cada caso queda:

a) Todas las || son de laforma: y=-2x+K vy la que pasa por P (1,1) es: y=—2x+3.
Todas las L son de la forma: x—-2y +K =0 y la que pasa por P (1,1) es: x—2y +1=0.

b) Todas las || son de la forma: 2x -4y +K =0 y la pedida: 2x -4y +12=0
Todas las L son de la forma: 4x+2y +K=0 y la pedida es: 4x+2y -6=0.

La recta paralela es: XT_OzyT_O = 3x-y=0.

La recta perpendicular es: XT—O:y_—O — x+3y=0.

20. Queda del siguiente modo:

Xx—-2y—-4=0

Punto de interseccion {
y=4x+5

es P(-2-3)

Todas las paralelas a 3x+2y=0 son de la forma 3x+2y+K =0, la que pasa por el punto
P(—2,—3) cumple: -6-6+K=0 = K=12, es decir, la recta pedida es: 3x+2y +12=0.

21. Queda del siguiente modo:

-3 6 -3 6

aym=— y m,=— = Sison paralelas: m,=m, = —=— = m=-10
-5 m -5 m

b) m1=_—3 y m, _=% _, sison perpendiculares: m,-m,=-1 = S A 1)
) m -5 m S

c¢) No existe ningun valor de m para que sean coincidentes.

d)P(6,5) e 6x+my=1 = 36+5m=1 => m=-7

124



22. La mediatriz del segmento AB pasa por el punto medio del segmento AB, P (3,2) y tiene como
vector director el perpendicular al segmento AB:

\7AB=(4,0) = \7L=(0,—4) = Larecta pedida es: x-3=0

23. Hallamos la recta AB, que pasa por A y es perpendicular a la recta dada. Donde se corten
ambas rectas es el punto medio entre Ay B.

dx - 3y = b4

Mg =3Xx+4y-3=0
4x -3y =54

(1.0) Frm B

S

} = P,(9,-6) = B(17,-12)
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ACTIVIDADES FINALES

W 24

H 25

MW 26
W27
M 28.
M 20.
M 30.
W3

M 32

M 33

M 34.

H 35.

M 36.

coordenados. *.'. ‘- .'. ’.‘
‘,‘?. ®

Halla la ecuacion de la mediatriz del segmento que se forma - e -“—4 -4
en larecta 2x+ 3y —12 =0 cuando esta interseca a los ejes &‘*\}\:‘. ,.-' ‘ . ... .
% X\ V o
Dados los puntos A(1, 1) y B(3,2) ylarecta x—y+5=0, .*.* . - * ‘»‘
halla: .‘ ’.‘.\ \hj/ '

0
a) Elsimétrico del punto A respecto del punto 8. + + * : Pl
X RXOCK SEiisc )
b) El sirrétrico del punto B respecto de la recta dada. i-. iy ‘:’%%J\IEF: ‘

AT
Halla el simétrico del punto P(3, 2) respecto de la recta ' .}‘,‘.‘ ‘r l ‘ \ "
“’a ML A N

2x+ y— 3 =0 ydemuestra que la distancia de ambos a la .! . x.!

recta es la misma.
Halla las ecuaciones de las rectas paralelasa 3x +4y—1 =0 y que disten de ella 3 unidades de longitud.

Halla la ecuaciéon de la recta perpendicular a la recta 4x + 3y —12 =0 y que dista 5 unidades de longitud del origen
de coordenadas.

Un tridngulo rectangulo en A tiene dos vértices en los puntos A(1, 3) y C(3, 0). Halla el vértice B sabiendo que esta
situado en larecta 2x +y+ 2 =0.

Un tridngulo isésceles tiene por lado desigual el segmento que une los puntos (1, =3) y (3, 1). El otro vértice esta
situado sobre la recta x + y+ 3 = 0. Halla las coordenadas de este vértice y el area del triangulo.

Un tridngulo ABC tiene dos vértices en los puntos A(1, —3) y B(2, 1). El tercer vértice esta situado en la recta x + y +3 =0,
y el area del triangulo es de 6 unidades cuadradas. Halla las coordenadas del tercer vértice.

Desde un punto A(3, 0) se observa, bajo un angulo recto, el pico mas alto de una montaria situado en el punto
B(1, 3), y una gasolinera situada en el punto C de la carretera. Determina las coordenadas de la gasolinera, sabiendo
gue la recta que contiene a la carretera tiene por ecuacion 2x +y +2 = 0.

Un paralelogramo tiene tres vértices en los puntos (2, 3); (5, 1); (4, 0). Ha-
lla las coordenadas del cuarto vértice. ;Cudntas soluciones hay? Y

Los puntos A(3, 5) y B(7, 1) son los vértices consecutivos de un rectan- ==
gulo ABCD. Elvértice C esta en la bisectriz del cuarto cuadrante. Halla

_7‘0.3

los vértices C y D y el area del rectangulo. X+y+2=0 i \
| 90°
Calcula el drea del cuadrilatero de vértices (2, —6); (3, 2); (-5, 1); (-2, 4. \ & X
. . ch
Un paralelogramo tiene un vértice en el punto (4, 6) y dos lados en las |
rectas y=5x+2; x+3y+ 10 =0. Halla los restantes vértices del parale- carratera

logramo y su area.

126



SOLUCIONES

24. El segmento tiene de extremos A(6,0) B(0,4). La mediatriz del segmento AB pasa por el punto
medio del segmento AB y es perpendicular a la recta dada:

P,=(3,2) = mediatriz: 3x-2y -5=0
25. La solucién queda:

a) El simétrico de A respecto a B es el punto A" de modo que B es el punto medio del segmento
AA’", es decir, A’(5,3).

b) Para hallar el simétrico B", del punto B respecto a la recta dada hallamos la recta
perpendicular a la dada pasando por B. En el punto en el que ambas se cortan es el punto
medioPde ByB’.

rectadada =x-y+5=0 ’
rectaJ_porBsx+y_5:0} = P(0,5) = B'(-3,8)

26. Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular a la dada pasando por P ; el punto en que se
cortan ambas rectas es el punto medio entre Py P".

X-2y+1=0 '
2x+y—3=0} = P.(11) = P'(-10).

Veamos que la distancia de Py P'a larecta r=2x+y -3=0 es igual:

d(P’r)ZM:iz\/g d(PI,I’)=|2‘(_1)+O_3|=i—

N NG J2+ P ﬁ_\/g'

27. Todas las rectas paralelas a la dada tienen la ecuacion: 3x+4y+K =0. Basandonos en esto
calcularemos el valor de K que cumpla las condiciones dadas.
Tomamos un punto de la recta 3x+4y-1=0 = P(-11).

|3-(-1)+4(1)+K]| K +1
=3 = =~

{32 +42

Hay dos rectas paralelas que disten 3 unidades de la dada y son las rectas de ecuaciones:

=3 = |[K+1|=15 = |K=14| |[K=-16|.

3x+4y +14=0 3x+4y-16=0
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28. Todas las rectas perpendiculares a la dada tienen por ecuacion: 3x—4y +K =0. Calcularemos
el valor de K para que cumpla las condiciones del problema. Sea P (0,0)el origen de
coordenadas, se ha de cumplir:

3.0-4.0+K

J32 +(-4)

=5 = ‘%‘zS = K=%25

Las rectas que cumplen las condiciones son:
3x—-4y +25=0 3x—-4y -25=0

29. El vértice B es de la forma B (a,—2-2a) por pertenecer a la recta.

Si el triangulo es rectangulo en A =V LVac = Vas Vac=0 = (a-1-5-2a)-(2,—3)=0

De aqui se obtiene que a:—E = B _EE
8 8 4

30. La solucion queda:

« Los vertices B(1,—3) y C(3,1) forman el lado desigual del tridngulo isosceles.

El vértice A esta situado en el punto de interseccion de la recta dada x+y+3=0 y de la altura
del triangulo que, partiendo de A, va a pasar a la base BC.

Veamos la ecuacion de la altura: pasa por el punto medio de BC: P, (2,—1) y es perpendicular a
la base.

Vec=(2,4) = Vaa=(-4,2)

X—=2 y+1 3 X+2y =0 ~
23 = x+2y=0 = x+y+3=0} = | A(-6,3)

« El area del triangulo es:

_base-altura N base=d(B,C)=2\/§

Area
altura=d (AP, )=4\/§

=20u?

} = Area:@
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31. El vértice C por pertenecer a la recta es C(a,—3-a)

basezd(A,B)zx/ﬁ

. base-altura
Area=——— ltura=d (C,r,g) 5a—4‘
altu = s =| ——
AB H.7
Quedando:
1 5a—4 a:% - c(?,‘?j
6=—.17- a—_‘ = |5a-4]=12 =
2 V17 8 -8 -7
a=-- = C| ===
5 5 5

32. La solucién queda:

El punto C, por pertenecer a la recta,

sera de la forma: C(a,—2a-2).
. o . . 2x+y+2=0
A la vista del dibujo se debe cumplir:

Vae-Vac=0 = (a-3,—2a-2)-(-2,3)=0
= a=0 = C(0,-2)

carretera

33. Hay tres soluciones:
Denotemos a los vértices dados por A(2,3),B(5,1),C(4,0) yal que hemos de hallar por D. Las
soluciones son:
1. Una solucion es el paralelogramo del dibujo ABCD, en el cual:

Vae=Voc = (3,-2)=(4-x,0-y)

= x=1y=2 = vérticem \/

2. Otra solucién es el paralelogramo del dibujo ACBD, en el cual:

Dyl

Al23)

Vac=Voe = (4-2,0-3)=(5-x,1-Yy)

= x=3;y=4 = Vvértice |D(3,4) \/Si5,13

C4.0
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Al2,3)

3. La tercera solucion es el paralelogramo del dibujo ACDB, en el cual:

Vac=Ver = (2,-3)=(x-5y-1) B(5,1)
= x=7;y=-2 = vértice |D(7,-2) cug A
Dixy)

34. El vértice C esta en la interseccion de la recta perpendicular a AB por B y la bisectriz del 4°

Al3.5)

cuadrante.

V ae =(4,—4) = la recta perpendicular tiene por vector
x-7_y=1_, X-y-6=0

4
»3(7,1)

W =(4,4) y pasa por B(7,1) =
DE

X+y:0} — C(3,-3)

X-y-6=0
El vector Vac =(—4,—4) es paralelo e igual a Vao,
c

Area del rectangulo =base-altura=d (B,C)-d (A,B)=

42+ 42\ [47 -4y =320
35. Calculamos el area del cuadrilatero descomponiendo éste en dos triangulos y sumando las
areas de éstos.
« Area ABD. Calculamos la longitud de los lados:
d(AB)=8,06; d(B,D)=7,81; d(AD)=447; S e B13.2)
Area=./10,17-(10,17-8,06)-(10,17 -7,81)-(10,17 - 4,47) =17
« Area BCD. Calculamos la longitud de los lados:
d(D,C)=5,83; e

d(B,D)=7,81; d(B,C)=8,06;

Area=./10,85-(10,85-8,06):(10,85—7,81)-(10,85-5,83) =210

La solucién puede expresarse como suma de los valores anteriores:

|Area del cuadrilatero=38,5u? |
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36. Los vértices del paralelogramo buscado son: A(4,6); el punto B es el punto en el cual se corta
larecta y=5x+2 yla paralelaa x+3y+10=0, pasando por A(4,6).

Es decir:
I,w'y: bx+2

"IB

iig;iz:o} = [BOT) ] P40

y=5x+2 i
x+3y+10:0} = [C(E13)

x+3y+10=0
e heri I

I 'II II‘IID
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Unidad 8 — Lugares geométricos. Conicas

PAGINA 175

cuestiones iniciales

1.

Como seguramente recordaras de cursos anteriores, las conicas se ob-
tienen al cortar una superficie cénica con diferentes planos. Explica
como debes hacer los cortes para obtener cada una de ellas.

. Si cortas un cilindro por un plano paralelo a la base, ; qué figura ob-

tienes? iy si el plano es oblicua? jtiene alguna similitud esta figura
con la érbita de la Tierra en torno al Sol?

. Halla las coordenadas del circuncentro del tridngulo de vértices

A(0, 3); B(2, 1); C(=2, 1).

. Encuentra la curva resultante de realizar el siguiente ejercicio: dibuja-

mas dos semirrectas formando un angulo agudo. Marcamos diez divi-
siones iguales en cada una de ellas, y unimos el punto 1 de una con el
10delaotra, el 2 conel 9, el 3conel 8. . yel 10 conel 1.

SOLUCIONES

1.

La elipse es una conica obtenida al cortar una superficie cénica por un plano oblicuo al eje y que
corte a todas las generatrices.

La hipérbola es una cénica obtenida al cortar una superficie cénica por un plano oblicuo al eje,
paralelo a dos generatrices y que corte a todas las demas.

La parabola es una conica obtenida al cortar una superficie cénica por un plano oblicuo al eje,
paralelo a una generatriz y que corte a todas las demas.

Si se corta por un plano paralelo a la base se obtiene una circunferencia. Si el corte es por un
plano oblicuo se obtiene una elipse.

El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices.

Hallamos dos mediatrices:

mediatriz lado AB = x-y+1=0

o Circuncentro (0,1)
mediatriz lado AC = x+y-1=0
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4. Como puede observarse el dibujo, la curva obtenida es una parabola.
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PAGINA 191

B Utiliza esta estrategia en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Un paso dificil. En |a subida a un pico de montafa hay que pasar por un sendero muy estrecho en el que resulta irmposi-
ble que se crucen dos personas, a excepcidn de un lugar al lado del camino en el que hay una pequefa cueva donde tan
sélo cabe una persona. Un fin de semana en el que suben rmuchos montafieros, coinciden dos grupos. Uno de ellos, com-
puesto por dos montaferos, esta subiendo al pico, mientras el otro, compuesto por tres, esta bajando. ; Cémo puede or-
ganizarse el paso de los montafieros para que cada grupo pueda seguir su camino sin gue ninguno tenga que retroceder?

2. Una abeja golosa. Sobre una rmesa hay 25 monedas, cada una de las cuales contiene una gota de
miel, colocadas como indica la figura. Viene volando una abeja y se posa sobre una de las monedas
para comerse la gota de miel. Como es muy golosa, quiere cornerse todas las gotas, pero para ello
debe pasar de una moneda a otra y no pisar dos veces una rmisma moneda. ; Podra hacerlo?

3. La magia de los numeros. Torna un ndmero cualquiera de tres cifras diferentes, por ejernplo, 472.
Dale la vuelta: 274. Resta el menor del mayor: 472 — 274 = 198. Invierte este nirmero: 891. Sumna los
dos Ultimos y obtienes:

198 + 891 =1 089

¢ Ocurre lo mismo con cualguier nimero de tres cifras distintas?

SOLUCIONES

1. Los pasos a seguir son los siguientes, llamando AB a los montafieros que suben y abc a los que

bajan.
1.° VAN 2.° /a\
AB abc AB bc
3. /a\ 4.° /\
AB be a AB be
5. /N 6.2 /oN
a AB bc a AB c
7.2 VAN 8.2 /N
a ABc ab ABc
9.2 N\ 10.2 AN
ab AB c ab AB
11.2 c 12.2
ab AB abc AB
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2. Sefialamos las monedas con C y X.

« Consideramos el caso de que soélo tengamos 9 monedas.
En este caso hay 5 caras C y 4 cruces X.
Si la abeja parte de una moneda marcada con C, puede hacer
el recorrido:

CXCXCXCXC

Pero si parte de una moneda marcada con X, no puede:
XCXCXCXC... falta una C.

e En nuestro caso hay 13 caras C y 12 cruces X.

Si la abeja parte de una moneda marcada con C, es posible el recorrido, pero si la abeja parte
de una moneda marcada con X no es posible.

3. La solucion queda:

Sea el nimero inicial xyz = (100x+10y +z)—(100z+10y +x)=100(x-Zz)+(z—X)

Six>z = z—-x<0 = hay que escribir la expresion anterior de la forma:
(x—=z-1)100+100+(z-x)=(x-2z-1)100+9-10+(10+z—x)

La1.%cifra de esteniumeroes:x—-z-1.

La 2.%cifra de este nUmero es : 9.

La 3.%cifra de estenumeroes:10+z - x.

Observamos que (x-z-1)+(10+z-x)=9 , es decir, la 12+ 3? siempre da 9 y la 2% también da
9. Luego siempre se cumple el resultado del problema.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

H

H

M 10

W11

M2

. Determina las ecuaciones de las circunferencias que cumplan las condiciones siguientes:

. Dada la dircunferendia C: x* + y* —4x + 2y = 0:

. Halla el lugar geornétrico de los puntos del plano que equidisten de A(-7, 2) y B(12, 2).

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la razdn de distancias a los puntos A(-2, 1) y B(1,-2)

: 3
sea igual a 5

. Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto A(1, —2) es doble de su distancia a la recta

X+y-2=0.

. Halla el lugar geommétrico de los puntos del plano que equidisten de las rectas x+3y—-3=0,3x+y+ 2 =0.

a) Tiene por centro el punto (2, 0) y radio 3.

b) Tiene por centro el punto (-1, 2) y pasa por el punto (3, =1).

c) Su diarmetro es el segmento de extremos (3, 4) y (-3, -4).

d) Tiene por centro el punto (1, 4) y estangente a larecta 2x—y=5.

e) Pasa por los puntos A(1, 3), B(O,-1) y C(-4, 1).

f) Pasa por los puntos P(1, 6) y Q(5, 4) y tiene su centro en la recta 4x-y—3=0.

a) Determina su centro y su radio.
b) Obtén la ecuacién de la recta tangente a esa circunferencia en el punte P(4, 0).

c) Encuentra la ecuacion de la circunferencia concéntrica con € y que es tangente a la 1 Busto de Arquimedes.
recta de ecuacion 2x—-y +2=0.

. Dada larecta 4x — 3y + 20 =0, halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (2, 1), por su simétrico

respecto de |a recta dada y por el origen de coordenadas.

. Encuentra la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(4, -2) y es tangente a los ejes coordenados.

¥+ +18x-36=0

. Dadas las circunferencias [ , halla:

X+ —8x—36=0
a) La ecuacion del eje radical.
b) La potencia del centro de la segunda respecto de la prirnera.

. Sin resolver el sistema, determina si la recta 2x — 3y + 1 = 0 es exterior, secante o tangente a la circunferencia
(x=17 +(y— 27 = 1. Razdnalo.

. Halla los focos, los semiejes y la excentricidad de las siguientes elipses:
e R Q) 2% + 3y* = 108 i
16 9 25 64 9 25

. Halla las ecuaciones de las tangentes y las normales a la elipse % + 2—i_ =1 en los puntos de abscisa x= 4.
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SOLUCIONES

1.

Queda del siguiente modo:

« Sea P (x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir:

d(P,A)=d(P,B)
De donde:

JO+7Y +(y -2) =\(x-12) +(y -2)°
Elevando ambos miembros al cuadrado y operando obtenemos:

38x-95=0
que es el lugar geométrico buscado.

« Podiamos haber hecho el problema viendo que esta definicion de lugar geométrico se ajusta
a la mediatriz del segmento AB.

La solucion queda:

« Sea P (x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir:

d(P,A)

d(P,B)

N | W

Expresando las distancias en coordenadas cartesianas y operando se obtiene la siguiente
ecuacion del lugar geométrico:

5x2+5y2-34x-28y +25=0

Este lugar geométrico es la circunferencia de centro (%%) y radio /% .

Sea P(X,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. El desarrollo de la relaciéon
d(P,A)=2d (P,r), nos conduce a la ecuacion:

x?+y?+4xy —6x—-12y +3=0

La ecuacion anterior es una hipérbola.
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4. Sea P(x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Debe verificar: d (P,r)=d (P,s),
es decir:

Ix+3y-3| [3x+y+2]

|3 | |3t |

El lugar geométrico buscado son las rectas de ecuaciones:
2x-2y +5=0
4x+4y -1=0
Estas rectas son las bisectrices de los angulos que forman las rectas dadas.

5. Queda del siguiente modo:

a) La circunferencia tiene de ecuacion: (x—-2)* +(y —0)*=3? o bien desarrollando obtenemos la
forma siguiente : x> +y?-4x-5=0.

b) La circunferencia tiene por centro el punto C(—1,2) y por radio r=,/4° +(—3)2 =5. Por tanto
su ecuacion es: (x+1)* +(y -2)*=25.

¢) La circunferencia tiene por centro el punto medio de los extremos del diametro C(0,0) y por
radio r =5. Su ecuacion es: x*+y?=25.

d) La circunferencia tiene por centro el punto C(1,4) y por radio r =d (C,recta tangente)

e

_\/E'
2

Por tanto su ecuacion es: (x—1)* +(y —4)° ={lj .

La circunferencia buscada tendra por centro el circuncentro del triangulo de vértices ABC.

Para hallar el circuncentro hallamos dos mediatrices de este triangulo y el punto en que se
cortan:

mediatriz AB = 2x+8y-9=0
mediatriz BC = 2x-y+4=0

Centro —§1—3 Radio =2,76
18 9

L, . o 23 13Y’ )
La ecuacion de la circunferencia es: X+E +|y——1| =(2,76)

e) Su centro estara en el punto de interseccion de la recta dada con la mediatriz del segmento

PQ:

mediatrizPQ = 2x-y-1=0| Centro (1,1)
rectadada = 4x-y-3=0] radio=d(C,P)=5
La ecuacion de la circunferencia es: (x—1)? +(y -1)*=25
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6. Las soluciones quedan:

a) La ecuacion de esta circunferencia se puede escribir en la forma: (x-2)*+(y +1)*=5. Por
tanto su centro es C(2,—1) y su radio es r=+5.

b) La recta tangente en el punto P (4,0) pasara por el punto P y es perpendicular a la recta que
pasa por C y P, por tanto su ecuacién es: 2x+y—-8=0.

c) La circunferencia concéntrica con C tendra el mismo centro que ésta, es decir, el punto

C(2,—-1) y su radio es la distancia del centro a la recta tangente, rzl. Su ecuacion sera

NG

de la forma: (x —2)*+(y +1)? =4—59 .

7. El simétrico de P(2,1) respecto a la recta dada es el punto Q(-6,7). La ecuacion de la
circunferencia que pasa por P (2,1), Q(-6,7) y el origen O(0,0) tiene por centro el circuncentro

del triangulo de vértices PQO y por radio la distancia desde el centro a uno de los vértices, es
decir:

Centro (—%5} Radio = S\QW

5017 )
4

. 5\’ 2
cuya ecuacion es | X+ +(y-5) =

8. La circunferencia tangente a los ejes coordenados tendra por centro C(a,—a) y su radio valdra
a unidades. Como ha de pasar por el punto P dado, podemos escribir:

d(C,P)=radio=/(a-4) +(-a+2) =a
Operando obtenemos dos circunferencias:

C,=centro(2,-2) y radio=2 cuya ecuacion queda: (x—2)* +(y +2)° =4
C, =centro(10,—10) y radio=10 cuya ecuacion queda: (x—10)’ +(y +10)* =100

9. La solucion es:

a) El eje radical es larecta x=0.
b) La potencia pedida es —-52.

10. Esta circunferencia tiene por centro el punto C(1,2) y por radio 1 unidad.

Hallamos la distancia del centro a la recta dada y obtenemos: d (C,recta)ziz 0,83 <radio

J13

Por tanto, como lo distancia del centro a la recta dada es menor que el radio, la recta dada es
secante a la circunferencia.
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11.

12.

En cada uno de los casos queda:

a) Focos: F(~7,0) F'(—/7,0) Semiejes: a=4 b=3 Excentricidad: e:g=0,6614

b) Focos: F(0;6,25) F’(0;-6,25) Semiejes: a=8 b=5

Esta elipse tiene como eje mayor el OY Excentricidad: e =6’8£=0, 781

2 2
c¢) Escribimos la ecuacion reducida : XY g
54 36

Focos: F(4,24;0) F'(—4,24;0) Semiejes: a=7,35 b=6 Excentricidad: e=0,58

d) Esta elipse tiene como eje mayor el OY
Focos: F(0,4) F’'(0,—4) Semiejes: a=5 b=3 Excentricidad: e=0,8

Hallamos las rectas pedidas en los puntos P (4;4,71) y Q(4;—4,71).

Recta tangente en P: y—-4,71=-0,147(x-4)

Las ecuaciones de las rectas tangentes son:
Recta tangente en Q: y+4,71=-0,147(x-4)

Recta normal en P: y—4,71=L(x_4)

. 0,147
Las ecuaciones de las rectas normales son:

Recta normalen Q: y+4,71= (x—4)

0,147
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W13

W 14.

M 18.

Mo

M 20.

H21.

H22.
M 23.
M 24
W 25

Averigua las ecuaciones reducidas de las elipses de
eje mayor en OX que cumplan las condiciones si-
guientes:

a) La distancia focal es 3 cm y el serieje menor 4 cm.
b) Pasa por el punto (6, 4) y el semieje mayor es 10.

c) Pasa por el punto (3, 4) y su excentricidad es %

Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos
del plano cuya surma de distancias a los puntos
(12, 0) y (=12, 0) es 26 unidades. ; Qué conica ob-
tienes? Halla sus elementos.

. Halla |a ecuacion reducida de la elipse que pasa por los puntos (2, 0) y (1, ;—) Encuentra las ecuaciones de las tan-

gentes en esos puntos.

. Halla los focos, los semigjes, la excentricidad y las asintotas de las hipérbolas siguientes:

P 2P
s o O S A —y=4 d) @ —4y?=9
R T & ¥ ; 4

. Sila ecuacién de una hipérbola es xy =32, ;cuéles son las ecuaciones de sus asintotas? ;y las de los ejes de la conica?

i Cudles son las coordenadas de los focos?
¢Cuanto ha de valer a paraque ax*—9y* =4 represente una hipérbola equildtera? Halla la ecuacion del semigje.

Dibuja |a hipérbola 2x* —y* = 9 previo calculo de vértices, focos y asintotas. Halla las ecuaciones de la tangente y la
normal en el punto de la hipérbola de abscisa 3 y ordenada positiva.

Halla las ecuaciones de las hipérbolas de focos en OX qgue cumplan las siguientes condiciones:
a) Tiene un vértice en el punto (6, 0) y una de sus asintotas es la recta 4x—3y = 0.

b) Pasa por los puntos (3, 0) y (5, -3).

c) Pasa por el punto (12y/2, 5) y su distancia focal es 26 unidades.

5
d) Pasa por el punto P(-10, 4) y su excentricidad vale %

Halla las ecuaciones de las parabolas sujetas a las siguientes condiciones:

a) Tiene por foco el punto (0, 2) y por directriz la recta y+4 = 0.

b) Tiene por vértice el punto (3, 4) y por directriz |a recta x=0.

c) Tiene por vértice el punto (2, —4), por eje la recta x =2 y pasa por el punto A(8, -7).

Halla la ecuacion de la parabola de eje paralelo a OX y que pasa por los puntos P(6, 1), Q(-2, 3) y R(16, 6).
Halla el eje, la directriz, el foco y el vértice de la pardbola y = x* + 2x -15.
Halla las ecuaciones de la tangente a la pardbola y=x*— 3x + 3 en los puntos en que su ordenada es igual a su abscisa.

Halla los elementos de cada una de las siguientes parabolas y represéntalas:

a) vVi+6x+12=0 b) x* —4x-4y=8 QY +6y—-2x+9=0
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SOLUCIONES

2 2
. : . . X
13. La ecuacion de la elipse pedida se presenta de la misma forma: —2+3k;—2=1.
Imponiendo las condiciones dadas obtenemos:

2 2
a)c:%; b=4 = a’ :773 donde la ecuacién queda: X Y g

73 16
4
) 324104 a®=100 y X2y
a® b? = donde la ecuacion queda: +—==1
b*>=25 100 25
a=10
9 16
D
a®=34 2 2
C 3 i0 N _— =
c_ 3 = bzzﬂ donde la ecuacion queda: 34+544 1
a’=b?+c?

14. El lugar geométrico buscado es una elipse de eje mayor OX y centrada en el origen de
coordenadas, de la que conocemos ¢c=12; 2a=26. Por tanto:

2 2
a’=b?+c? = 132=p?4+122 = b?=25 = La elipse queda: ——+J——1
169 25

2 2
. . . . - X
15. Suponiendo que la elipse tiene como eje mayor OX, su ecuacion es de la forma: —2+y— 1

b2
Obligandola a pasar por los puntos dados obtenemos:
4
¥=1 a’=4 2 2

. Xy
= = La elipse queda: —+=-——=1
11 p2= 4 pse d 1674

PO 27 27
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16. Queda del siguiente modo:

a)a=6; b=8; c=10

Focos: (10,0) (-10,0) Semiejes: a=6; b=8
. 10 , 4 4
Excentricidad : e=E=1,7 Asintotas: yzgx; yz—gx

b)a=5; b=2; c=+29

Focos: (@,0) (—\/E,O) Semiejes: a=5; b=2
Excentricidad: e=1,08 Asintotas : yzgx; yz—gx
X2 y2

C)T—T=1 = a=1; b=2; c=5
Focos: (\/5,0) (—\/5,0) Semiejes: a=1; b=2
Excentricidad: e=+/5=2,24 Asintotas: y=2x; y=-2X
2 2

d)X——y—:1 = a=3; b=§; = E=3,35
9 9 \ 4

4

Focos: (3,35;0) (-3,35;0) Semiejes: a=3; b:%
Excentricidad: e=1,12 Asintotas : yzéx; yz—%x

17. La ecuacion de esta hipérbola corresponde a una hipérbola equilatera referida a sus asintotas.
Sus asintotas son: y=0; x=0.Sus ejes y=X; y=—X.

Todo queda:

a2

?=32 = a’=64 = c?=128 = Sus focos son: (128,0) (—/128,0)

18. Para que represente una hipérbola equilatera, a=9. El semieje vale % puesto que la
X2 2

. Xy
ecuacion es: R 1.

9 9
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2 2
19. La ecuacion reducida de esta hipérbola es:g—gﬂ

2

Vértices: [%Oj (—%,Oj Focos: (3,67;0) (-3,67;0)

Asintotas son las rectas de ecuaciones: y —2x; y=— J2x

Las ecuaciones de la tangente y normal en el punto (3,3) son, respectivamente:

1. 9
=2x-3 = —X+—
Y y 2 2
2 y2
20. La ecuacion de la elipse pedida se presenta de la misma forma: —Z—FJ .
a
Imponiendo las condiciones dadas obtenemos:
2 y2
a)a=6; b=8 = donde la ecuacion queda: ——-=—=1
36 64
9 2
b) ¥—1 a —9 . . X2 16y2
= 81 = donde la ecuacion queda: ————=1
25 9 b?=— 9 81
e 16
c) @_Ez'] a2=144 . X2 yz
a® b’ = ., = donde la ecuacion queda: 124 25
c=13 = a?+b*=169)  ° =2°
100 16
) a’® _Fﬂ
2 _ 2 2
c V5= a =36 = donde la ecuacién queda: X——y—=1
—=— b*=9 36 9
a 2
a®+b*=c?

21. Las parabolas quedan del siguiente modo:

a) Esta parabola tiene por eje el eje OY y por vértice el punto V (0,—1). Ademas, la

distancia d(\/,F)=% = p=6.La ecuacién de la parabola puede representarse del

siguiente modo: (x—0)2=12(y+1) = x°-12y -12=0.
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b) Esta parabola tiene por eje la recta y=4 y el parametro p vale 6, pues ocurre que:

gzd(\/,directriz) - %:3 ~ p=6.

La ecuacion de la parabola queda: (y —4)2 =12(x-3) = y*-8y-12x+52=0.

c) La ecuacion de todas las parabolas que tienen por vértice el punto V (2,—4) y por eje la
recta x=2 es de la forma: (x—2)2 =2p(y +4).
Obligandola a que pase por el punto A(8,—7), dado que obtenemos p=-6, la ecuacion
final quedara: (x—2)2 =—12(y+4) = x*-4x+12y+52=0.

22. Todas las parabolas de eje paralelo a OX tienen por ecuacion (y —b)*=2p(x—a). Obligandola a
que pase por los puntos dados obtenemos la ecuacion:

(1-by=2p(6-a) | 272 1
(3-b)*=2p(-2-a)} = b:?% = La parabola queda es:(y—3)2:5(x+2) = x=2y*-12y +16

(6-by=2p(16-a)] P=7

23. La ecuacion de esta parabola se puede escribir de la forma: (x+1)° =y +16 . De esta expresion
se pueden deducir los demas elementos:

Eje: x=-1 Directriz: y:—%
i 63
Vértice: V (-1,-16) Foco: F —1,—7

24. Los puntos con igual abscisa que ordenada los hallamos resolviendo el sistema:

y=x2—3x+3} P (1)
j—
y =X Q(3,3)

La recta tangente en P (1,1) tiene por ecuacion: y —-1=—1(x-1) = y=-x+2

La recta tangente en Q(3,3) tiene por ecuaciéon: y—-3=3(x-3) = y=3x-6
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25. Transformando cada una de estas ecuaciones en su correspondiente obtenemos los
elementos:

a)y’+6y+12=0 = y?’=—-6(x+2)

Eje:y=0 Vértice:V (-2,0) Foco: F (—%,Oj Directriz: x=—%

b) x*—4x-4y=8 = (x-2)=4(y+3)
Eje: x=2 Vértice:V (2,-3)  Foco:F(2,-2) Directriz: y=—4

c)y?+6y -2x+9=0 = (y+3)'=2(x-0)

Eje:y=-3 Vértice: V (0,- 3) Foco: F 1,—3 Directriz : x=—l
2 2
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ACTIVIDADES FINALES

M 26.

M 238.

M 29

M 30.

M 32

| EER

W 34

. Halla el lugar geomeétrico de los puntos del plano que equidistan del

Halla los puntos de interseccion de la circunferencia x? + y* = 40
con los siguientes elementos:

a) Larecta x-2y+2=0

b) La elipse 9x* + 16y* = 25
c) La hipérbola x* —25)* = 25
d) La hipérbola xy =20

punto P(2, -3) ydelarecta x—2 =0. ;Qué conica obtienes?
Deterrmina la ecuacion de la circunferencia en cada uno de los si-
guientes apartados:

a) Es tangente a las rectas x +2 =0, y+ 2 =0 y pasa por el punto
P(0, 7).

b) Pasa por el punto A(O, 8) y es tangente en el origen de coorde-
nadas a la bisectriz del sequndo cuadrante.

Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de dis-
tancias a los puntos (2, 1) y (-2, 1) es 8 unidades.

Halla todos los elernentos de la conica de ecuacion y* — 8y + 4x + 4 = 0. Indica qué tipo de cénica es y represéntala
graficamente.

. Encuentra |a ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo de vértices P(1, 0), Q(1, 4) y R(4, 1). Hallala

ecuacion de |a recta tangente en el punto R.

Considérese |a hipérbola xy = 32. Halla la ecuacién de la secante a dicha curva que pasa por los puntos de abscisa
x=1, x=2. Halla tarnbién las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola que son paralelas a dicha secante.

Se desea plantar un seto en un jardin con la forma de alguna conica y, para ello, se dispone de una cuerda de 10 m de
longitud:

a) Indica qué tipos de cénicas se pueden trazar con la ayuda de la cuerda, utilizando toda su longitud, y de qué ma-
nera habria que proceder en cada caso.

b) Calcula todos los elementos de las curvas que se pudieran obtener.
Halla la ecuacion de la circunferencia de diametro A(1, 1), B(2,-2). ;Elpunto T(3,-1) pertenece a esta circunferen-

cia? Si es asl, halla su punto diamnetralmente opuesto y las ecuaciones de las tangentes en este punto 7 y ensu punto
diarnetralmente opuesto.

. Calcula la ecuacion reducida de |a hipérbola que pasa por los puntos A(5, 2) y 8(3\/5. %) Represéntala graficamente.

. Una parabola de eje paralelo al eje de ordenadas pasa por los puntos A(2, 0), B(6, 0) y C(0, 6). Encuentra su ecua-

cion y sus elermentos. Represéntala graficamente.

. Halla las ecuaciones de las tangentes trazadas a la circunferencia de ecuacién x? + y* = 25 desde el punto (8, 0).
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SOLUCIONES

26. Hallamos los puntos dados resolviendo los respectivos sistemas:

x2+y?=40

26 18
X-2y+2=0 } = P6.-2) Q[ j

55

x?+y?=40 - No tiene solucion, luego
9x*+16y*=25 no hay puntos de corte

x? +y?=40 - P(6,28;0,76) Q(6,28;—-0,76)
x*-25y*=25 R(-6,28;0,76) Q(-6,28;—-0,76)

2, y2o P(4,47: 4,47
g X Y 40}: (4,47,4,47)

27. Es una recta de ecuacion y=-3.

28. En cada uno de los casos quedara:

a)La circunferencia tendra por centro C(a,a) y su radio valdra (a+2) unidades. Como ha de
pasar por el punto P dado, podemos escribir:

d (P,C)=radio=,/a’ +(a—7)2 =a+2

Operando obtenemos dos circunferencias:

C,=centro(3,3) y radio=5 cuya ecuacion queda: (x-3)* +(y —3)*=25
C, =centro(15,15) y radio=17 cuya ecuacion queda: (x-15)* +(y —15)* =289

b) Al sertangente en el O(0,0) alarecta x+y =0, tendra el centro C en la recta perpendicular
a la tangente en el punto O de tangencia, es decir, en larecta x—y=0.

Ademas, por pasar por A y por O el centro esta en la mediatriz del segmento AO, es decir,
enlarecta y-4=0.

Luego el centro es el punto C(4,4) y el radio r=+/32.

La ecuacion final de la circunferencia es: (x—4)* +(y —4)*=32
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29.

30.

31.

32.

33.

El lugar geométrico buscado corresponde a una elipse no centrada en el origen de
coordenadas. Obtenemos su ecuacion imponiendo el enunciado a los puntos P (X,y).

JX=2 +(y =17 +J(x+ 22 +(y —1)* =8
Operando obtenemos: 3x?+4y* -8y -44=0

Es una parabola de ecuacion: (y —4)*=—4(x-3). Se pueden extraer los elementos a partir de
la ecuacion.

Estos quedan: Eje:y =4 Vértice:V (3,4)  Foco: F(24) Directriz: x=4

La circunferencia circunscrita al triangulo PQR tendra el centro en el circuncentro del triangulo,
es decir, en el punto C(2,2) y su radio es la distancia del centro a uno de los puntos dados, es

decir, r:\/g.

Su ecuacion es: (x—2)*+(y -2)°=5

Hallamos la ecuacién de la secante que pasa por los puntos A(1,32) y B(2,16), siendo ésta la
recta: 16x+y—-48=0.

Las rectas paralelas a esta secante seran de la forma: 16x+y +K =0.
Obligando a que esta recta corte en un solo punto a la hipérbola, obtenemos: K=+ 3242.

Luego las ecuaciones de las rectas tangentes son: 16x+y +3242=0; 16x +y ~322=0

Las soluciones quedan:

Se puede trazar circunferencias de radio menor o igual que 10 m.
Se pueden trazar elipses, con el procedimiento del jardinero, utilizando cuerdas de 10 m.

En la circunferencia hay que dar el centro y el radio.
El semieje mayor de las elipses no puede superar los 10 m.
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34. La circunferencia de diametro AB tendra por centro el punto medio de AB, C(%—%j y por

J10
>

radio la mitad de la distancia entre Ay B, r =

g (. 3Y 1V 5
La ecuacion quedaria: | X—— | +|y+—=| =—.
2 2 2

El punto T pertenece a esta circunferencia puesto que verifica su ecuacion.

El punto diametralmente opuesto a T es el simétrico de T respecto al centro C, es decir, el
punto P (0,0).

La recta tangente en el punto T (3,—1) tendra por vector director el vector perpendicular a TC,
es decir, el vector \7(1,3); por tanto, su ecuacion es: 3x-y -10=0.

La recta tangente en el punto P(0,0) tendra el mismo vector director por ser paralela a la
anterior y por ecuacion: 3x-y=0.

2 2

y

35. La hipérbola es de la forma:%—ﬁﬂ

Obligandola a pasar por los puntos dados obtenemos:

z—f—iﬂ a’=9 .

at b’ = = La hipérbola queda'x——y——1
18_9 4 bz:% 9 %
a® 4b*

36.La ecuacion de las parabolas de eje paralelo al eje de ordenadas es y=ax®+bx+c.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

0=4a+2b+c a:% 1
0=36a+6b+c; = b=-4 = La parabola queda:y=§x2—4x+6
6=cC c=6

Los elementos de esta parabola son:

Eje: x=4 Vértice:V (4,-2) Foco: F[4,—%) Directriz: yz—g

37. Seran rectas de la forma y—-0=m(x-8) cuya distancia al centro de la circunferencia debe
coincidir con el radio.

-8m

Jm? +1

d (C,tangente)=radio = =5 = m=

5
+ —
V39

Las ecuaciones de las tangentes son: 5x —\/@y -40=0 5x h/@y -40=0
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Unidad 9 — Propiedades globales de las funciones

PAGINA 199

cuestiones iniciales

1. Dibuja la grafica de las funciones con las caracteristicas siguientes:

a) Dom f=(-6, 6), Im f=[0, 4], simétrica respecto del eje OY, rmaxi-
mos en los puntos (3, 4) y (-3, 4) y minirmo en el punto (0, 0).

b) Domn f = (===, 0), Im f = (—==, 0} y estrictamente decreciente en
todo su dominio.

2. Estudia el dominio de las funciones f(x) =4 —x*, g(x) =

X
x¥-9°

SOLUCIONES

1. Las soluciones pueden quedar asi:
a) b)

2. Los dominios quedan:

Domf =R Domg=R-{3,-3}
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PAGINA 213

ACTIVIDADES

B Aplica esta estrategia de ensayo y error en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Fichas de colores. Tenemos 16 fichas, de las cuales 4 son rojas, 4 verdes, 4 azules y 4 amarillas. De cada uno de los co-
lores tenemos una ficha cuadrada, una circular, una triangular y otra pentagonal. Coloca estas fichas en una cuadricula
o tablero de 4 x 4, de manera gue, en cada fila, columna o diagonal, haya una ficha de cada color y de cada forma.

2. Amanitas muscarias. Juan fue con su padre a ver una exposicién micoldgica. Les llamé la atencién el colorido de la
Amanita muscaria. Al dia siguiente, su amigo le prequnté por el nimero total de ejemnplares que habian visto de esta va-
riedad en la exposicién, a lo que Juan respondié: «Habia 8/9 de las Amanita rmuscaria mas 8/9 de Amanita muscaria.»
¢Cuantos ejernplares de amanita habia en la exposicién?

3. Latas de zumo. Hay un cierto namero de latas de zumo en la nevera. Invitas a dos amigos a tu casa a merendar. El pri-
mero se bebe la mitad de las latas que hay en la nevera mas media lata; el sequndo, la mitad de las que quedan mas
media lata; y t te bebes la mitad de las que quedan mas rmedia lata. Después de esto, no queda ninguna lata de zumo.

¢Cuantas latas habfa inicialmente?

4. Multiplo de doce. Si multiplicamos el cuadrado de un narmero natural por el ndmero natural anterior a ese cuadrado,

¢el resultado es multiplo de 127

SOLUCIONES

1. Designamos los colores por: rojo (R), verde (V), azul (Z) y amarillo (A); y las tres formas por:

cuadrada (C), circular (O), triangular (T) y pentagonal (P).

Por ensayo y error las colocamos en un tablero 4 x 4, cumpliendo las condiciones que marca el

enunciado.

Una solucion es:
RC :
Zp
AO

VO :
AT i

. RP

ZT

P
AC

RO :

AP

RT

Z0

vC

Podemos encontrar hasta 72 soluciones distintas.

2. El nimero total de amanitas ha de ser multiplo de 9 menos 1, es decir, 8 amanitas. Haciendo el

problema mediante ecuaciones:

8 8
—X+—=X =
9 9

X =8 amanitas
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3. El enunciado del problema nos muestra que el nimero de latas de zumo debe ser un niamero
impar. Por ensayo y error dirigido obtenemos:

Hay 7 latas de zumo.

El 1.°" amigo se bebe g+0,5=4 latas. Quedan 3 latas.
El 2.° amigo se bebe %+0,5=2 latas. Queda 1 lata.

El duefio de la casa se bebe %+0,5:1 lata.

Luego, efectivamente, habia inicialmente 7 latas de zumo.
Este problema se puede resolver también por medio de ecuaciones.

4. Sea n un numero real.
Veamos si nz-(n2—1)=1é
n®-(n*-1)=n-n(n-1)-(n+1)
n(n—1)-(n+1)=é, pues es producto de tres nimeros consecutivos.
Sin=3 = n-1=2 y n+1=é,|uego (n—1)-n-(n+1)=é-é-é:12,
Sin-1=3 = n:é, por lo que n(n—1)-n-(n+1)=é-é-é=1é,

Sin+1=3 = nzé, por lo que n(n—1)-n-(n+1)=é-é-é=f2,

En cualquier caso, efectivamente, n? -(n2 —1):1.2.
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PAGINA 216

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Estudia el dominio de las siguientes funciones:

Y Y Y

e
.

. / \ /
. / \\.._ =5 1 4/
Vo)X == 0 {2 X o\ [ X
\/ | \/ | \ \Pf
' - | y=9x) \bo
y=1 y=hix) \ |I y=ilx)
T 87 = )(274—1 — =1 _ B
Jix)=x" —2x k(x) = - I(x) = 1—x mix)=Vx+2
n(x) = In (x + 6) olx) =2*"" px) = sen (x* + 5) glx) =tg (x-1)
x2=4 4 1
_ _ _ V2 x 2 - X+
) =In (x> —4x + 3) s5(x) e ) =V—2x2—-x+2 ulx) = log, ( 3

. Analiza y estudia, en cada una de las siguientes funciones, el dominio, el recorrido o conjunto imagen, la monotonia y

los extrernos relativos:

Y Y f 4 /
i VY=g ..-’/1 \ [ y=i
// y=f(x) /; i i ‘.\\ 3 1 /
- -~ - i i \_ I.‘I —é 9 X
- = o S % | N\
5 ¥ A 5 | N1/
YRt | h
:;‘ '|: |

. Dibuja las graficas correspondientes a la funciones con las caracteristicas que se citan a continuacion:

a) Dom f = (=ee, 2] U [2, +=2); Im f=(—e=, 2]; maximos relativos en los puntos (-3, 2) y (3, 2).

b) Dom g =R; Im g = (-3, 2); minimo relativo en el punto (-2, —1) y mdximo relativo en el punto (0, 1).
¢) Dom h = (===, 0); Im h=(1, +==) y estrictarnente creciente en todo su dominio.

d) Domi=R-{0}; Imi=R; estrictamente creciente en (—e=, 0) y estrictamente decreciente en (0, +e=).

. Demuestra, usando las definiciones de extremos relativos, que la funcion f(x) = x* - 6x° + 9x tiene un maximo relativo

en el punto (1, 4) y un minimo relativo en el punto (3, 0).

. Prueba que las siguientes funciones estdn acotadas por los valores que se indican. Estudia también la existencia de ex-

tremos absolutos:

2
1+

a) fix) = acotada por 0 y 2 b) glx) =3 sen (2x) + 1 acotada por -2y 4



SOLUCIONES

1. Los dominios quedan:

Domf =R Domg =(-3,0]

Domh=(-5,+x) Domi =(—o0,1)U(4,+ )

Domj=R Domk=R-{2,3}

Doml|=R-{1} Domm:[—2,+oo)

Domn=(-6,+x) Domo=R

Domp=R Doqu{XER’X¢1+g+KTc;KEZ}
Domr =(—o0,1)U(3,+ ) Doms =(-o0,— 2]U[2,+ »)
Domt=[-1,1]U[2,+ ) Domu =(—o0,—1)U(3,+ o)

2. Las funciones se caracterizan por:

y =f(x)
Domf =R; Imf=(0,+x)

Estrictamente creciente en todo su dominio.
No tiene extremos relativos.

y=9(x)

Domg=R—-{-2,2}; Img=(—o0,—1]U(0,+ )
Estrictamente creciente en (—o0,—2)U(-2,0)
Estrictamente decreciente en (0,2)u(2,+ «)

Maximo relativo (0,—1)

y=j(x)

Domj=R; Imj=R

Estrictamente creciente en (—o0,—5)uU(-1,+ )
Estrictamente decreciente en (-5,-1)

Maximo relativo (-5,4)

Minimo relativo (—1,—-3)
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3. Las representaciones quedan:

a) v =flx) b) y=gix
2 2
0 _2 01
3 2 23 o 0y
-2
c) d)
v=hix
y=I{x}
]
8] 8]

Las demostraciones quedan del siguiente modo:

Para demostrar que existe un maximo relativo en el punto de abscisa 1 hay que probar que
VxeE"(1;e) = f(x)<f(1), es decir, que x®>-6x*+9x<4 = x*-6x* +9x -4 <0.(Con & >0).

Para ello estudiamos el signo de la funcion: g(x)=x>-6x> +9x—4=(x—1)2 (x—4)

-— +—

IR .

1-¢ 1 1+ 4

Luego se cumple que VxeE"(1;¢) = f(x)<f(1)

Para demostrar que existe un minimo relativo en el punto de abscisa 3 hay que probar que
vxeE"(3;¢) = f(x)>f(3), es decir, que x*-6x*+9x>0.
Para ello estudiamos el signo de la funcion: h(x)=x>-6x> +9x=x(x—3)2
*—__“\Ir"'_+_'\:f'_)+—'
0 3-8 3 3+¢)

Luego se cumple que VxeE"(3;¢) = f(x)>f(3)
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5. Las demostraciones quedan:

a) Hemos de probar que |0< 2 <2
1+ X
e 0< > » que se cumple VX.
1+x

T <2 = 2<2+2x* = 0<2x*esto es cierto para Vx.
+X

« No alcanza el extremo inferior o infimo, luego no tiene minimo absoluto. Para el valor
x=0 = f(0)=2, luego alcanza el extremo superior o supremo, es decir, tiene un

maximo absoluto en x=2.

b) Hemos de probar que |-2<3sen(2x)+1< 4|

e —2<3sen(2x)+1<4 = —-3<3sen(2x)<3 = —1<sen(2x)<1, esto es cierto V x.
3sen(2x)+1=-2 = sen(2x)=-1 = 2x=3—2n+2nK = x=34—n+nK.

Tiene minimo absoluto =%+ Kn (VKeZ).

3sen(2x)+1=4 = sen(2x)=1 = 2x=g+2nK = x=§+nK.

Tiene maximo absoluto :%+ Kn (VKeZ).
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PAGINA 217

B 6. Estudia la acotacién, la simetria y la posible existencia de supremo, infirmo y extremos absolutos en cada una de las si-
guientes funciones:

a) v 9] v e) Y
. === ANCB N
L S g [iN |/
\ 2 y=ix) E y=gx NV
-2 0 X o X : :
7 =2 o 2\ X
_______________________ TH: [ — / ; \
3 e A —
b) Y d) v f) Y
\ y=ix) /

“
3~}

-
! ! 4 /N N\ /
—8i (o] \ Y \i / (@] 1 X -No| /1 B%
. -
\-._ |'I
y=ix) | y=k

B 7. Estudia la simetria de las siguientes funciones:

Fx) = 36 —x g =x-1 h(x):& 0 = cos (2%)
. X3 -4 2
Jr(x)_xz+4 k(X)_XZ+‘I 1(x) = Ixl m)=x-¢
B 8. Estudia la simetria de cada una de las siguientes funciones asi como su periodicidad, hallando el periodo en las que ello
sea posible:
Y4 h =;‘—)‘22 v} %) = [x— EQo2 v % J = Sezn X
T - U
/ ; N / i o < P ) :// :/1 L N . / . \x . /
-1 o0 1 X =2 -1 0 1 2 3x \ .m0 /0 = \ 3t /em x
\2 2 \ 2 /
__________ Ll N
1
2

B 9. Dibuja las graficas correspondientes a las funciones que verifican las siguientes condiciones:
a) Dom f=R; Im f=[0, +==); simetria respecto del eje de ordenadas, maximo relativo en el punto (0, 2), y minimos
relativos en (V2, 0) y en (-V'2, 0).

b) Dom f=[R; simetria respecto del origen de coordenadas; acotada por—1y 1, alcanzando la funcion ambos valores;
minimao relativo en (-2, —1), y maximo relativo en (2, 1).
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SOLUCIONES

6. El estudio de cada funcion nos ofrece la siguiente informacion:

a)

b)

d)

f)

Esta funcion y =f(x) esta acotada por x=0y x=4.
El supremo es x=4 y el infimo es x=0.
Esta funcion tiene un minimo absoluto en x=0.

No tiene simetria.

Esta funciéon y =g(x) esta acotada por x=3 y x=-2.
El supremo es x=3 y el infimo es x=-2.

Esta funcidon no tiene extremos absolutos.
No tiene simetria.

Esta funciéon y =h(x) esta acotada por x=—3 y x=5.
El supremo es x=5 y el infimo es x=-3.

Esta funcion tiene un maximo absoluto en x=5.

Es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Esta funcién y =i(x) no esta acotada.
Es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Esta funcion y = j(x) esta acotada inferiormente por x=-1.
El infimo es x=-1 y no tiene supremo.
Esta funcion tiene un minimo absoluto en x=-1.

No tiene simetria.

Esta funcion y =k(x) esta acotada superiormente por x=2.
El supremo es x=2 y no tiene infimo.

Esta funcion no tiene extremos absolutos.
Es simétrica respecto al eje de ordenadas.

7. Las funciones se dividen en tres grupos:

« Las funciones f; i; k; |; son simétricas respecto al eje de ordenadas.
« Las funciones h; j; m; g; son simétricas respecto al origen de coordenadas.

« Las demas funciones no tienen simetrias.
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8. Las funciones quedan:
a) Simétrica respecto al eje de ordenadas y no periddica.
b) No tiene simetria y es periddica de periodo T =1.

c) Simétrica respecto al origen de coordenadas y periddica de periodo T =27.

9. Las graficas quedan:

I\II\\". ~ ] -"l.l b J}
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PAGINA 218

ACTIVIDADES FINALES

M 10.

M 14

M 15.

M 16.

17

H 18

M 19

M 20.

Dadas las funciones f(x) = ﬁ glx) = x* + 2, determina las siguientes funciones con sus respectivos dominios:

f
a)f+g b) f-g c)? d)gof el gog

. Calcula Iz funcién inversa de cada una de las siguientes y comprueba, en cada caso, que la funcién dada compuesta

con su inversa, da la funcién identidad:

fx) =5 -2 glx)=1-3x hix)=2"+2
. Dadas las funciones f(x) = 1 + 3x*, g(x) = V2x -4, h(x) = )(2:11 , caleula:
a)fog ()foh e)(gcf)(—‘l)
b) hog d) (fa ) (1) ) (h = h) (0)

. Siendo f{x) =5-x, gix)=3x-a, calculaelvalor de a para que la composicién de ambas sea conmutativa, es dedir,

fog=gof

Sea la funcian f(x) = x—1

. Comprueba que fofof=i.

En un tridangulo rectangulo la suma de sus catetos es de 20 metros. Halla la funcién f(x) que hace el drea de ese trian-
gulo dependiente de la longitud de su cateto base. ; Cual es el dominio de esta funcién? Indica el significado que tiene
este dominio en el contexto del problema. ;Esta acotada esta funcién? Estudia si tiene extremos absolutos e indica el
sentido de los mismos.

Dadas las siguientes funciones halla, en cada caso, las dos funciones que, compuestas, nos dan la dada:

X+ 1

a) (fog) (x)=(x* +2) b) (hol) (x) =3 ] (top)(X)=W

x-2 =1
Sean flx) = — glx)=2x-4. Calcula (fog) ' (4).
El funicular de una estacién turfstica funciona los sabados desde las 10 de la Y__
mafana hasta las cinco y media de la tarde ininterrurmpidamente. Comienza +
la subida a las 10 de la mafana y, al cabo de 22 minutos, llega a la cima, T
donde durante 8 minutos se detiene y tarda en volver al punto de partida E y=fx
10 minutos. El vehiculo hace una parada de 5 minutos y vuelve a recorrer el 14
mismo trayecto. Dibuja un grafico que represente esta situacion e indica ———————to———t——t———

el tipo de funcién que obtienes.

El siguiente dibujo muestra la gréfica de la funcién y = f(x) . Complétala de T A\
forma que verifique una de estas condiciones: :
a) Que sea simétrica respecto del eje de coordenadas. T
b) Que sea simétrica respecto al origen de coordenadas.

Usando la gréfica de la funcién y = f(x) del dibujo adjunto, construye la gréfica de la funcién y = If(x)l.
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SOLUCIONES

10. Los dominios quedan:

X ix242="% +2x7 - x+4 = Dominio = R—{2}
2-X 2-X

a) (f+9)(x)=f(x)+g(x)=

~x¥+2x

b) (f -g)(x):f(x)-g(x):%-(ﬁ+2) = Domf.g=R—{2)

LI PTG B SN P X LI
c)(g)(X)—g(X)—z_x.(x +2) 2-%) (21 2) = Domg R-{2}

d) (gF)(x)=g [f(x)]=g {%Hg] +2-2X "2 pomgof - R-{2)

e) (g°9)(x)=g [g(x)]=g [x? +2]=(x*+2)* +2=x* +4x*+6 = Domgog=R

11. Queda en cada caso:

a) f(x)=x*-2 = 7' (x)=¢/x+2
y se comprueba que: (f of ")(x)=f [f(x)]=f [{/x+2]=x

1-X

3
y se comprueba que:(gog ") (x)=g[g'(x)]=9 [%}21_3 (1__)():)(

b) g(x)=1-3x = g '(x)=

3

c) h(x)=2""* = h™(x)=log, x-2
y se comprueba que:(hoh™)(x)=h[h™(x)]=h[log, x —2]=2"°%*"2*2 = x

12. Las soluciones son:

a)fog(x)=6x-11 d) (fof)(1)=13
3

b)hog(X)=2X_3 e) (gof)(-1)=2

c)foh(x):w f)(hOh)(O):i

x4 +2x% +1 10
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13. La solucion queda:

14.

15.

16.

17.

(fog)(x)=f [g(x)]=f(3x—a)=5+a—-3x
= a=5
(9of)(x)=g [f (x)]=9(5-x)=3(5-x)-a=15-a-3x

Queda:

Veamos que (f of of )(x)=i (X)=x = (fofof )(x)=fof [f (x)]=f |:f£x;1]:|:f£ -1 j:x

X—1

Llamando x a la base, el cateto altura sera (20—x), por tanto el area viene dada por:
1 2
f(x):—Ex +10x

El dominio de esta funcion es R", es decir, todos los valores reales positivos pueden tomar
como valor el cateto base, excluido el cero.

Es una funcién acotada superiormente por 50 y este valor es su maximo absoluto, y acotada
inferiormente por 0 que es su minimo absoluto, aunque estos valores carecen de sentido como
catetos del triangulo.

Por ejemplo, las funciones pueden ser:

a) f(x)=x2 g(x)=x>+2
b) h(x)=3" (x)=2x

o) t(x)= 22 p(x)=X?
Queda:

(f og)(x)=f [g (x)]=f [2x~4]=x~3
(fog) " (x)=x+3
(fog)" (4)=7
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18. La representacién quedaria del siguiente modo:

Cima

10h. 10,22 1040 11,07 1125
1030 1045 11,30

Es una funcién periddica de periodo 45 minutos.

19. La gréfica queda del siguiente modo: y
a) Es la grafica azul 1
b) Es la grafica verde

20. La grafica queda del siguiente modo:

1%
L \y=f{x} /
/ L
i \, /
— NS
°l1 3 5 7 X
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Unidad 10 — Funciones elementales

PAGINA 221

cuestiones iniciales

1. Elige entre las siguientes expresiones algebraicas la que corresponda

a cada una de las gréficas:

y=-x—-4x-3

y=x'+4dx+5

S |

c)

a2 4" 1z

=1 [
at]

2. Dibuja las graficas de las funciones y estudia sus propiedades:

Af=4  Oh0=3-1 @j0=F  glo=L
b) gl =-2x d) i) =x'-4x 1) k(x)=log; x
SOLUCIONES
1. Las ecuaciones para estas graficas son:
a) y=x>+4x+5 )y——i b)y—lx d)y X
2X 2 2

2. Las funciones son:

a) f(x)=4

| fix) =4

«f(x) es una funcién constante.
Domf =R

Imf ={4}

Acotada por 4.
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b) g(x)=-2x

+g(x) es una funcion lineal.
Domg=R
Img=R
Estrictamente decreciente en todo su dominio.

T gix) =-2x

\

¢c) h(x)=3x-1

A .z -
+h(x) es una funcion afin.

Domh=R
Imh=R
Estrictamente creciente en todo su dominio.

hix) = 3x -1

~
Y

d) i(x)=x*-4x
A
«i(x) es una funcién cuadratica.

Domi=R
Imi=[-4,+ )

A J

| Acotadainferiormente (-4)

i) = x> = 4x | Estrictamente decreciente (—o, 2)
Estrictamente creciente (2,+ «)
Minimo relativo en (2,— 4)
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e) j(x)=3

« j(x) es una funcion exponencial.

1 Domj=R

A w=e M j=(0,+2)

T et Acotada inferiormente (0)

Estrictamente creciente en todo su dominio.

\J

f)  k(x)=log, x

A

«k(x) es una funcion logaritmica.

/ Domk=(0,+oo)
; ; — Imk =R

-

1 Estrictamente creciente en todo su dominio.
Kix) = logax

9 1607

«I(x) es una funcion proporcional inversa.
Dom| =(-%,0)U(0,+ )
Im | =(—0,0)U(0,+ )
Estrictamente decreciente en todo su dominio.
Simétrica respecto del origen de coordenadas.

v
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ACTIVIDADES

B Utilizando esta estrategia de marcha atras, intenta resolver los siguientes problemas:

1. El caracol. Un caracal se encuentra en el fondo de un pozo. Cada dia asciende 30 m, y por la noche se resbala 20 m hacia
abajo. ;Cuanto tiermpo tardara el caracol en salir del pozo? El pozo mide 300 m de profundidad.

2. Triangulo de monedas. El tridngulo de la figura esta formado por 10 monedas iguales.
iCuél es el minimo numero de monedas que hay que cambiar de sitio para que el trian-
gulo guede en posicidn invertida?

3. Valor desconocido. Determina el valor de la siguiente expresion:

T+ V1I+WV1 ..

4. Pies grandes y sus aves. El indio Pies Grandes sale de su tienda con un montén de granos de maiz y, cuando regresa
de nuevo, no tiene ninguno. Cuando entra en su tienda, su hija Luz de Luna le pregunta qué ha hecho con el maiz. El le
dice: «A cada ave que me encontré le di la mitad de los granos que llevaba mas uno. ;Con cuantas aves te encan-
traste?», le vuelve a preguntar Luz de Luna. «Me encontré con ocho», responde Pies Grandes. § Cudntos granos de maiz
llevaba Pies Grandes al principio?

5. Las pesas. ; Cudl es el juego de 4 pesas que es necesario tener para pader pesar en una balanza de dos platos cualquier
cantidad entera desde 1 hasta 40 kg?

SOLUCIONES

1. Como cada dia asciende 30 my resbala 20 m, en realidad asciende 10 m.
Luego al cabo de 27 dias ha ascendido 270 m, y ya el dia 28 asciende a la superficie, pues
asciende 30m = 270+30=300m.

El caracol tarda 28 dias en salir.

2. La solucion queda:

Simplemente cambiando tres
monedas, las sefialadas con los
nameros 1- 2- 3, el triangulo se
invierte.

3. Lasolucién queda:

Llamamos x=4/1+4/1+/1+... y elevamos al cuadrado X*=1+4/1+/1+/1+...

= X2 =11+ 1+ 1+... = xX°=1+x = x*—x-1=0
1++/5 1++/5

= | X=
2 2

=@ | = n° aureo.
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4. Comenzando el problema desde el final.

Ave 82 le da 1+1=2.

Ave 72 (tiene 6) —le da 3+1=4— le quedan 2.

Ave 62 (tiene 14) —le da 7+1=8 — le quedan 6.

Ave 52 (tiene 30) —le da 15+1=16 — le quedan 14.

Ave 42 (tiene 62) —le da 31+1=32 — le quedan 30.

Ave 32 (tiene 126) —le da 63+1=64 — le quedan 62.
Ave 22 (tiene 254) —le da 127+1=128 — le quedan 126.
Ave 12 (tiene 510) —le da 255+1=256— le quedan 254.

Al principio tenia 510 gramos de maiz.

5. Las pesas que necesitamos han de ser de: 1, 3, 9y 27 kg.

Asi:

lkg =1

2kg =3-1
3kg =3

4kg =3+1
5kg =9-3-1
6 kg =9-3
7kg =9-3+1
8kg =9-1
9kg =9

10kg =9+1

Y asi sucesivamente.

La suma de los numeros significa que las pesas se colocan en el mismo plato de la balanza, y la
diferencia, que se colocan en platos diferentes.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

|
ul

|
H 2
|
|

1. Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1,-3) y B(-2, 6).
Halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos (2, 1) y (-5, 3).
. La recta que pasa por los puntos (1, 2) y (-1, =2), ies una funcién constante, lineal o afin?

. Demuestra que la funcién f(x) = 2x + 3 es estrictarmente creciente en todo su dominio, y que la funcién g(x)=5-3x

es estrictarmente decreciente en todo su dominio.

. Averigua si los puntos (0, -7), (3, -6) y (-3, -8) estan o no alineados.
. Halla la funcién lineal cuya gréfica pasa por el punto (5, =3).

. Representa graficamente las siguientes funciones definidas a trozos:

3 si x<-1
=1 -2 51 —l=x<
3x-1 si x=1

glx) =

Estudia en cada una de ellas: dominio, recorrido, monotonia, extremaos relativos, acotacion y simetria.

. Una determinada empresa nos formula |a siguiente oferta por co-

nectarnos a Internet:
* Cuota mensual de abono: 6 euros.
* Cada hora de conexién: 1,8 euros.

a) Encuentra la funcion que nos indigue el precio a pagar men-
sualrmente, seguin las horas que se haya establecido a conexién.

b) Representa graficarmente esta funcion.

c) La empresa carga un 16% de IVA. ; Cormo afecta esto a la fun-
cion anterior y a su grafica?

. Encargamos cierta encuadernacion de libros, y nos cobran 7 eu-

ros cada uno si el ndmero de paginas no supera las 200. A partir
de las 200 péginas, por cada pagina de mas se incrementa el pre-
cio anterior en 0,02 euros. Responde a las siguientes cuestiones:

a) Encuentra la funcién gue nos da el precio a pagar por la encua-
dernacion de un libro dependiendo del ntimero de paginas de
este.

b) Representa graficamente esta funcion.
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SOLUCIONES

1. Larecta que pasa por A(,-3) y B(-2,6) es: 3x+y=0
. 2
2. Lapendiente de la recta es: m=—7

3. Eslafuncién lineal y =2x
4. Las demostraciones quedan:

« Sealarelacion x,<x, = 2x,<2x, = 2X,+3<2x,+3 =f(x,)<f(x,),luego la funcion f(x) es
estrictamente creciente en todo su dominio.

« Sea la relacion x,<x, = —3x,>-3x, = -3%x,+5>-3%,+5 =9(x,)>09(X,),luego la funcion
g(x) es estrictamente decreciente en todo su dominio.

5. Laecuacioén de la recta que pasa por (0,—7) y (3,—6) es:
1
=—X-7
Y 3

El punto (-3,—8) verifica la ecuacion, por tanto este punto estd en la misma recta que los
anteriores, es decir, los puntos estan alineados.

6. Una de las posibles ecuaciones es: y =—%x

7. Las representaciones quedan:

a) y=f(x)
Domf =R

3 / Imf =(~1+ o)
1 Estrictamente decreciente (-11)
Y y=rfi Estrictamente creciente (1,+ )
\ 1 — No tiene extremos relativos.

-1 Y

14 \ Esté acotada inferiormente por (-1).
No es simétrica nirespecto al eje de ordenadas ni
respecto al origen.
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b) y=9(x)

8. La solucion queda:

a) Lafunciénes: P=6+18-t, do

Domg =(-%,1]U[2,+»)

Img=R

Estrictamente creciente (—o0,1)U(2,+ )

No tiene extremos relativos.

No esta acotada.

No es simétrica nirespecto al eje de ordenadas ni
respecto al origen.

nde P es el precio a pagar en euros y t el tiempo en horas.

b) Queda:
0 12 3 4 5 8B =
c) Lafuncién sera: f(x)=£P=ﬁ(6+l8t).
100 100

Todas las ordenadas de esta funcion quedan multiplicadas por 1,16.

9. Queda del siguiente modo:

a) La funcién que nos da el precio a pagar por encuadernar un libro es:

f

b) La grafica queda:

7.06
7.04

7.02

(x)= 7 si x<200
~17+0,02x si x >200

Precio (eurcs)

| Discontinua
i

]
------------- - | H

0

N H
200 201 202 203 204 p° pag.
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PAGINA 241

H 10

M 12

M 13

M 14,

M 15.

M 16

M 8.

M 190

M 20

. Para la funcion cuadrética f(x) = ax? estudia si son o no ciertas las si-

Dibuja, para cada una de las siguientes funciones cuadraticas, sus respectivas graficas:

a) fix)=x"—8x+12 0 hix)=x"-2x+3 e) j(x) =—x"+6x-5
b) g(x)=x*-6x+9 d) ilx)==x?+4x—6 Y ki) =-x*-4x-4

Estudia en cada una de estas funciones: dominio, recorrido, monotonia, extremos relativos, acotacion y simetria.

. Encuentra las ecuaciones o expresiones algebraicas de las funciones cuyas graficas son las adjuntas.

>

a) b) y .
y 5"--'

A e i /i

514 il

/ X \ /i

st . DR YA
v/ \ oo

! / | = | % o L

i ! 3 \ / i
i y=gix) '
E.-'l.l \\ == A R, - |
if 1 1

i ! !
e = 1 : :
| |

0 1 2 3 4

Halla una funcién cuadrética que se anule, para x=1 y para x=-1. jCuantas soluciones hay?

Estudia los intervalos en los cuales la funcién cuadratica f(x) = x* —6x + 5 es positiva y los intervalos en los que es ne-

gativa. ;Se anula para algtn valor?

Halla los intervalos en los cuales las ordenadas de la funcion f(x) = x> — 5x + 6 sean iguales o superiores a 2.

Un vendimiador ha de recoger 10 000 kg de uva que hoy venderia a
0,30 euros el kilo. Cada dia que pasa se estropean 500 kg y el precio
aumenta en 0,02 euros el kg. ¢ Cuéndo ha de vendimiar para obtener
el maxirmo beneficio y cual sera éste?

De todos los pares de nimeros que suman 18, ;cudl es el par cuyo

producto es maximo?

guientes igualdades:
a) flx + 2) = fx) + fi2) by flx - 2)=fx)- f(2) c) fltx) = tfix)

Representa, con ayuda de la calculadora, las siguientes funciones:

a) flx) = 2x* b) glx) = -2x? ) hiq = %}H d) kix) = 7%)(3

Representa, con ayuda de la calculadora, las siguientes funciones:

a) fx) = 3x* b) g = —3x* Q h(x) = %x‘ d) k(x) =—%x“

Halla los puntos de corte de cada uno de los siguientes pares de funciones:

a)y=x b) y=x° o y=x
=i y=x =
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SOLUCIONES

10. Las graficas quedan:
a) f(x)=x*-8x+12

¥= I‘{"X}

b) g(x)=x*-6x+9

'

V= gl.::":."

c) h(x)=x*>-2x+3

£

v = hix

Domf =R

Imf =[—4,+ )

Estrictamente decreciente (—oo,4).
Estrictamente creciente (4,+ oo).
Minimo relativo en (4,- 4).

Esta acotada inferiormente por (—4).M|’nimo absoluto— 4.

Es simétricarespecto a su eje x=4.

Domg=R

Img =[0,+ )

Estrictamente decreciente (—,3).
Estrictamente creciente (3,+ ).
Minimo relativo en (3,0).

Esté acotada inferiormente por (0).Minimo absoluto en 0.

Es simétricarespecto a su eje x=3.

Domh=R

Imh =[2, + oo)

Estrictamente decreciente (—ox,1).
Estrictamente creciente (J, + oo).
Minimo relativo en (1,2).

Est& acotada inferiormente por (2).Minimo absoluto en 2.

Es simétricarespecto a su eje x=1.
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d) i(X)=—x*+4x-6

——t Domi=R
Imi =(—oo,— 2]
= ifxd Estrictamente creciente (—x,2).
Estrictamente decreciente (2,+ ).
Maximo relativo en (2,- 2).
Esta acotada superiormente por (-2).

Maximo absoluto en — 2.
Es simétricarespecto a su eje x=2.

e) j(x)=—x*+6x-5

Domj=R

Im j =(—oo,4]

Estrictamente creciente (—,3).
Estrictamente decreciente (3,+ ).

5 ——t - Maximo relativo en (3,4).

Esta acotada superiormente por (4).
-2 1

-5/ - y = jix)

f) k(x)=—x*-4x-4

Maximo absoluto en 4.
Es simétricarespecto a su eje x=3.

Domk =R

Imk =(—oo,0]

Estrictamente creciente (—o0,— 2).
Estrictamente decreciente (-2, + ).
Maximo relativo en (-2, 0).

Esta acotada superiormente por (0).

Maximo absoluto en 0.
Es simétricarespecto a su eje x=—2.
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11. Las soluciones son:
a) f(x)=ax®*+bx+c

Imponiendo que pase por el punto (0,6), por el punto (2,2) y tiene en este Ultimo su vértice,
obtenemos:

f(x)=x*-4x+6

b) g(x)=ax®+bx+c
Imponiendo que pase por el punto (-1,0),(-3,0) y tiene su vértice en (-2,1), obtenemos:

g(x)=—x>-2x-1
12. Hay infinitas soluciones. Todas las funciones cuadréticas de la forma: y =K (x2 —1) con KeRR.

13. La representacion queda:

A la vista de la grafica tenemos que::

y = fisx) f(x)>0 en (~,1)U(5,+®).
f(x)<0 en (15).
— — — f(x)=0en x=1y x=5.

-

14. Buscamos f(x)=x*-5x+6>2 = x*-5x+4>0. Para calcular los intervalos observamos la
representacion de dicha funcion:

| Veamos los intervalos paralos cuales la funcion
4\ g(x)=x*-5x+4 >0.
v = gix) Enla gréfica se observa que :
g(x)>0 en (—,1)U(4,+ o).
g(x)=0en x=1y x=4.

o \/4 — Luego f(x)>2 en (—w,1]U[4,+ )
14
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15. La funcion que da el beneficio P en funcién del tiempo t en dias es:
P =(10000-500t)-(0,3+0,02t)=3000+50t —10t>

Es una funcion cuadratica, y el beneficio serd maximo en el vértice de la parabola, es decir, en
t=2,5dias, y el beneficio sera: P=3062,5euros.

_ _ 2
16. Los ntimeros que suman 18 son X Y 8=X)-gy producto es P =X(18-%) = P=-x"+18x.

Este producto serd maximo en el vértice de la funcién, es decir, para x=9;y=9y P =81.
17. Se demuestra del siguiente modo:

of(x+2)=f(x)+1(2)
f(x+2z)=a(x+z)’=a(x®+2xz+2°)

f(x)+f(z)=ax® +az’ }3Lueg°f(x+z)¢f(x)+f(z)

of(x-2)=f(x)-f(2)

f(x-z)=a(x-z)’=ax*z*

f(x)1(z)=a’ x" 7 }3L“eg°f(x'z)¢f(x)-f<z)

o (tx) =t -F (x)
f(tx)=a(tx)* =at?x?

}:Luego f(tx)=t-f(x)
t-f(x)=tax?

18. Las representaciones quedan:

1y fix) = 23
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19. Las representaciones quedan:

fix) = B

20. La solucion queda:

a)

<<

2
=X 6 2 _ X
:X5}2>X X —O:)X

b) ))((i} = x'-x°=0 =

<<
I

O
N
<<
N

+O

+Oo

1} = Los puntos de corte son: (0,0), (L1 vy (-1D
1} = Los puntos de corte son: (0,0), (L) y (-1-1)

))((3} = x}-x?’=0 > §z(1)} = Los puntos de corte son: (0,0), (11
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ACTIVIDADES FINALES

M 21. Asodia cada grafica con su correspondiente expresion algebraica:

% ve| Y4
\Y=fo / y=gwx) |/ \y=he
\ / 1 ity 1
: y, X
, : P 2,
0 % 7 =1 |0 I% - of box
| ;
--4I-_1 .f -1 _________\
."I Y
\ YA YI" L i )
\ |y =) | ¥ = k(x)
yv=i) e
"u 2 Q‘T E _i1 — ? >
I I"\ / : ] / 0 \‘- : X
\ 1 11 \\ jf ! \i
— \ /! v f F—1 | H
™\ \-\ : |
‘ \ N 5 » : - {1 ;
0 5 T 1 2 X | -5 ql.
1 |
\ | |
\ I |
a)y:—%f Jy=2(x—17 e y=0+1)
b) y=-2x* d) y=x'-1 f) y=-+1
M 22. Representa graficamente las siguientes funciones:
4 -4 -1 1
a)y=-4z b y=— Ay=—a dy=—5
M 23. Asocia cada una de las siguientes graficas con su expresion algebraica correspondiente:
n . ‘| n ‘] .
a) y:\/J—(; nimpar b) y= = npar c)y:\/;c; n par d) y= ; nimpar
Vx Vx
¥ \ ¥ _ % _—
W ¥=glx) I
1 V=100 . ! \\\ 1 T ; ‘/ y=t
= P~ = = :
. —_ | O] 1 X / y=hix) : 0 1 X
S~ . \\k\-—— 7 / ,'4_/_ -1
0 1 x N\ [e] 1 x

Puede serte Gtil recordar que las gréficas de una funcién y de su inversa son simétricas respecto de la bisectriz del pri-

mer cuadrante.
M 24. Apoyandote en las funciones, potenciales di cuantas soluciones reales tienen las ecuaciones siguientes, sin resolverlas:

1 1
— = b)—d=)(2 C)sz

a)
X3 X
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SOLUCIONES

21. La correspondencia queda:

y=f(x)=x*-1 = (d)
y:g(x)z(x+1)7 = (e)

y=h)--2x* = @

y=i(x)=—x>+1 = (f)
y=j(x)=2(x-1)° = (c)
y=m(x)=-2x* = (b)

22. Las representaciones quedan:

|

23. La correspondencia queda:

f(x)—i'con n par g(x)—i'con n impar
h(x)=%x ;con n par k(x)=4/x ;con n impar

24. La solucion queda:
a) x=+1 x=-1 Dos soluciones

b) x=+1 x=-1 Dos soluciones
c) x=+1 Una solucion
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PAGINA 243

M 25. Estudia los intervalos en los que se verifican las siguientes desigualdades:

A= b) x°< 32 c)iédl

)l'2
M 26. Representa graficamente, con ayuda de la calculadora, las siguientes funciones:
x Ty
a) f)=4 o gl = (T) e) h(x) = log, x

b) ix)=logq x d) jO)=4"+2 f) kx) =log, x + 4
T

M 27. Usando las propiedades de las funciones exponencial y logaritmica, coloca el signo de desigualdad correspondiente en
cada uno de los siguientes casos:

a) log, 2,5 Olog, 3 ¢ log1 6 Ologt 4 e) 0,5 0,52
5 5
by 22027 d (L ) log, - Cllog, -
5 5 4 8

M 28. Los controles de calidad de una cadena de montaje de ordenadores han obtenido que el porcentaje de ordenadores
que siguen funcionando al cabo de t afios viene dado por:

4 t
pm=1w-(§)

a) Representa gréficamente esta funcién.

b) ¢Tiene sentido real toda la gréfica obtenida?

c) ¢Qué porcentaje de ordenadores siguen funcionando al cabo de dos afios? ;Y al cabo de cinco afos?

d) ¢Qué significado tiene el punto de corte con el eje de ordenadas?

e) §Cuanto tiempo ha de pasar para que el porcentaje de ordenadores que sigan funcionando sea del 80%?
M 29. La cantidad de madera de un bosque aumenta en un 50% cada 100 anos.

Tomando cormo punto de partida y como unidad de medida la cantidad de

madera que habia en este bosque en el afio 1600 y como unidad de tiernpo
el siglo:

a) Determina la cantidad de madera que habfa o habra en los afios 1800,
2005 y 1900.

b) Encuentra la funcién correspondiente.
c) ¢Cuanta madera habia en los afios 1500, 1400, 1450 y 10007

d) Averigua cuando habrd una masa de madera doble que en 1600 y
cuando la mitad.

e) Averigua cada cuanto tiempo se triplica la cantidad de madera.

M 30. Algunas flores como los tulipanes se reproducen por medio de bulbos. Supongarnos que un bulbo de tulipan origina
otros 5 nuevos que se plantan al afo siguiente. Calcula el namero de tulipanes que habra al cabo de 5 afos. ; Cuantos
afos han de pasar para que haya 15 625 tulipanes? Encuentra la férmula que describe la multiplicacién de los tuli-
panes.

M 31. Demuestra que si el punto (m, p) estd en |a gréfica de la funcién y =a* el punto (—m, %) esta tarmbién en su grafica.
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SOLUCIONES

25. La verificacion queda:

a)x*<l = Se verifica en [-11]

b) x°<32 = Se verifica en (—x,2]

c)izz4 = Se verifica en —El -{o}
X 2 2

26. La representacion queda:

hix) = log, x

27. En cada uno de los casos queda:

a) log, 2,5<log, 3

c) log, 6<log, 4

5 5

e) 0,5°<0,57

b) 2°>27
1 -2 1 2
9 (3] >(€J

f) log, %>Iog2%

-1

i) =logLx
4

kixl=log,x+ 4
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28. La solucion queda:

a) La gréfica queda:

x

80 \\\\

64
60—+

51,2 ‘“‘-~_‘___________
40__

201

o0 1 2 3 t

b) La parte negativa de a gréafica no tiene sentido.

En cada caso:
t=2 = p=64% siguen funcionando al cabo de 2 afios.
t=5 = p=32,768% siguen funcionando al cabo de 5 afios.

c) El punto de corte con el eje de ordenadas significa el 100% de ordenadores que
funcionan en el momento de salir de la cadena de montaje.

29. La solucion queda:

En el afio 1 600 hay una unidad de madera.
En el afio 1 800 habia (1+50% de 1)* =15 unidades de madera.

En el afio 1 900 habia 1,5° unidades de madera.

En el afio 2 005 habia 1,5*% unidades de madera.
a) Lafunciénes y=15", con t= siglos a partir de 1 600.

En el afio 1 500 habia 1,5'=0,667 unidades de madera (u m).
En el afio 1 400 habia 1,52=0,444u m.

En el afio 1 450 habia 15*°=0,544 u m.

En el afio 1 000 habia 1,5°=0,087 u m.
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b) Para que haya el doble de madera que en 1 600 se ha de verificar:

_log2

2=15" = t 5=J,7losiglos = Esdecir,enelafio1600+171=1771.

Para que haya la mitad de madera que en 1 600 se ha de verificar:

_log0,5

=—1710siglos = Esdecir,enelafio1600-171=1429.
logl5

1
==15" = t
2l

c) Siconsideramos la madera en un tiempo t como 1,5' y queremos saber cuanto tiempo t’
ha de pasar para que la madera se triplique, 3-1,5', obtenemos:

1,5""'=3.15' = 15" =3 = t'=2,710 siglos
Es decir, cada 2,710 siglos 0 271 afios, la madera se triplica.
30. La solucién queda:

« La funcién que da el nimero de tulipanes al cabo de t afios es: N=5".
o Al cabo de 5 afios habra 3 125 tulipanes.
« Para que haya 15 625 tulipanes han de pasar: 15625=5' = t=6afios.

31. La demostracion queda:

Si (m, p) esté en la gréfica de la funcion y =a* entonces:

1 1 . .
= —=a " = | -m,— | pertenece a la misma funcién y =a*
p

p

x m 1
y=a"= p=a" = ==

11
p a”
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ACTIVIDADES FINALES

W 32. A partir de las graficas de las funciones circulares halla los valores de x en el intervalo [0, 2n] que hagan ciertas las
siguientes desiqualdades:

1
a) cosxs——

b) tgx>1

) 2>senx

M 33. Utilizando las funciones multiformes adjuntas, calcula:

V3
a) arcsen ——— /"“4
[ + 31:;2
b) arctg 1

N

ﬂlf 1 \

) arccos a 1)

2

L,
o8 1x
d) arctg V3

([ L=y
\_ﬂ
1 s
e) arcsen 5 ;I
A
f) arccos 0 /]

¥ =arcsenx

M 34. Resuelve las siguientes ecuaciones:

Yk

Int \

Y =arccos x

3
d) cosx—TEO

y =arctg x

a) y = arcsen (—%) b) y = arccos (?) c) y = arctg (-1)
B 35. A partir de las gréficas de las funciones basicas, explica las graficas de las siguientes funciones:
a) y=x*-2 d) y=(x -2 g) y=senx-3 ) y=-2cosx
1 1 _ X
b)/v=F+3 e)y:m h) y=¢e""' k}y:sen?
Q v=log,x+2 f) y=cos(x-m i) Jv=cos(x+ %)—2 [) y=sen3x
M 36. ;A partir de qué graficas dibujarfas las siguientes funciones? Explica cémo lo harfas:
a)y=x-12+4 b) y=sen(x +m—3 Q y=e"*2-2 Y '.I
|
III
W 37. A partir de la gréfica y = f(x) adjunta, dibuja las graficas de las funciones: ) I',L y = flx)
a) y=flx +2) by y = f(x) =5 Q) y=fx) dy=til | | /N
III'J 2| r'll‘ll i Ill"n
ol \ i B4 s\x
-2 ,,,,,,,,&i/ \
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SOLUCIONES

32.

33.

34.

Queda en cada caso:

a) cosxs-% en [Eﬂ}

3 3
b) tgx>1 en E,E U @ﬁ
4 2 4 2
c) 2>senx entodo elintervalo [0,2x |

d)cosx—ﬁzo en O,E ) £,2n
2 6 6

Queda:

a) arc sen (—E}

{2400 +360°K
2

300°+360° K

b) arc tg1=45°+180° K

C) arc cos ==

60°+360° K
300°+360° K

d) arc tg+/3=60°+180° K

e) arc sen ==
150°+360° K

1 { 30°+360° K
2

f) arc cos 0=90°+180° K

Queda:
y =210°+360° K

a)yzarcsen[—iJ = senyz—E =
2 2 y =330°+360° K

J3 y =30°+360°K
> =

b)y=arccos£ & Cosy=—
2 y =330°+360° K

c)y=arctg(-1) < tgy=-1 = y=135°+180°K
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35. En cada caso queda:

a) Se obtiene de trasladar la grafica y =x*, 2 unidades hacia abajo.

b) Se obtiene de trasladar la grafica y =i3, 3 unidades hacia arriba.
X

c) Se obtiene de trasladar la grafica y =log, x, 2 unidades hacia arriba.

d) Se obtiene de trasladar la grafica y =x*, 2 unidades hacia la derecha.

e) Se obtiene de trasladar la grafica y =i4, 1 unidad hacia la izquierda.
X

f) Se obtiene de trasladar la gréfica y =cos x, = unidades hacia la derecha.
g) Se obtiene de trasladar la grafica y =senx, 3 unidades hacia abajo.

h) Se obtiene de trasladar la grafica y =e*, 1 unidad hacia la derecha.

i) Se obtiene de trasladar la gréfica y=cosx, % unidades hacia la izquierda y ésta 2
unidades hacia abajo.

i) Se obtiene a partir de la grafica y =cos x , multiplicando por -2 sus ordenadas.

k) Se obtiene a partir de la grafica y =senx, con periodo T =4r.

[) Se obtiene a partir de la grafica y =senx, con periodo T =%.

36. Decimos:

a) Se obtiene de trasladar la gréfica de la funcién y =x?, 1 unidad hacia la derecha y ésta 4
unidades hacia arriba.

b) Se obtiene de trasladar la gréfica de la funcidon y =senx , n unidades hacia la izquierda y
ésta 3 unidades hacia abajo.

c) Se obtiene de trasladar la grafica de la funcién y =e*, 2 unidades hacia la izquierda y
ésta 2 unidades hacia abajo.
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37. Las resultantes quedan:

y="Ffix+2)
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Unidad 11 — Limites de funciones

PAGINA 247

cuestiones iniciales

1. Comenta la tendencia de las siguientes funciones:

a) Y <) Y
N/ ™\
————————————— é I".I _’, ., I.".II
0|\ Ve X o \ .. /-" X
y= 1) y=gt | >
b) v d) .
% -------------- y =)
} y=ho
= 123

SOLUCIONES

. Continuidad

1. Podemos decir lo siguiente:

f(x) tiende a (3) cuando x tiende a (—x) y tiende a (+) cuando x tiende a (+).
g(x) tiende a (—») cuando x tiende a (-) y tiende a (+w) cuando x tiende a (+ox).
h(x) tiende a (-2) cuando x tiende a (—«) y tiende a (2) cuando x tiende a (+oo).

t(x) tiende a (+o) cuando x tiende a (—) y tiende a (-») cuando x tiende a (+x).
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ACTIVIDADES

M Practica esta estrategia en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Cuadrados. Un cuadrado tiene uno de sus vértices en el centro de otro cuadrado del mismo
lado que el anterior, como se muestra en la figura. ;Cuanto vale el drea de la regién limitada
por arnbos?

2. Rosa de cuatro pétalos. La figura adjunta muestra una rosa de 4
J15° pétalos, y corresponde al simbolo de una asociacién. Esta asocia-
cién ha convocado un concurso gue consiste en calcular el drea de
la rosa tomando una sola medida sobre ella. ; Ganarias tu el con-
curso?

3. Cuadrado. En el cuadrado de la figura de lado, a, se han trazado arcos de circunferencia con
centro en cada uno de los vértices del cuadrado y radio a. Halla el drea de cada una de las re-
giones x, y, Z.

4. Dos cuadrados separados. Los cua-
drados de la figura tienen 10 m de
lado. Calcula el rea de las zonas som-
breadas.

SOLUCIONES

1. La solucion queda:

Basta con mover el cuadrado para
ver que el area de la region limitada
es la cuarta parte del cuadrado.

2. Basta conocer el lado del cuadrado que se forma dentro de la figura. La resolucién nos recuerda
al problema de los perros guardianes.

El area de esta rosa de 4 pétalos es igual al area del cuadrado rayado mas 4 veces el area de
un pétalo. El area de un pétalo lo puedes encontrar en el problema de los perros guardianes.
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3. Larepresentacion geométrica del problema asi como su resolucién quedan:

Sector

M

607

Los célculos quedan:

Area(x) =Area cuadrado— Area triangulo—2-Area sector =

a a3
R 2
2 12 4 6
"\ * Area(rayada)=%Areacirculo—Area triangulo rectangulo=

\ _”'az_a_z_a_z(ﬁ_lj
4 2 2.2

Area(y)=Area triangulo rectangulo— Area(rayada)—2-Area(x) =

2 2 2 2 2
:a__(ﬂ:.a _a_j_z.az(l_ﬁ_ﬁ]: _a2+a 3+TC'a.

2 4 2 4 6 2 12

2 2 2 2
Area(z)=2-Area(rayada)—2-Area(y) = 2- [n a —a—J—Z- (—a2+al f+n1: J:

2 2
n-a n-a
== —a’+2a’-a*\J3- 5 =la’-a’yJ3+
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4. Sean las figuras:

1)

« En la figura (1) el area pedida es 2 veces el area de una de las aspas rayada en el dibujo
adjunto.

J' Area aspa=Area cuadrado—2-Area(a)—2-Area(b)

Vamos a hallar el &rea de la zona (a).
— Elradio de esta zona es la mitad de la

"/v diagonal del cuadrado.

Ahora hallamos el area de la zona (b). El radio de esta zona es el lado del cuadrado menos el
radio de la zona (a) = r=10-5+2.

Area(b):%n(lo—5ﬁ)2=mm2

El &rea del aspa queda:

Area aspa=10> - 251 — (75-50+2)n=100-100x+ 5021

El area pedida queda:

Area pedida=2-Area aspa=2-(100-1007 +50+/21)=15,97 m?

Area pedida=15,97 m2|

« En la figura (2) el area pedida es igual al &rea del cuadrado de lado 10 m menos el area del
circulo de radio 5 m.

Area figura(2)=10° —n-5*=100-25n = |Area figura(2)=21,46m?’
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ACTIVIDADES FINALES

EJ

H 3

ERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En las siguientes funciones, cuyas graficas se dan, calcula los valores pedidos:

Y y
y=fe) 3y y=g(x)

Ill i 2- smmmmmmmm-f .’/'-'\\

BN [\

I',\ _5 _5I : I I I\“"'--_ : II I I g $ IJ" \'.II

\‘-i ; —‘i —é —2I —1I 1] 1I é (I; "1 5 0 ; ‘."

_D '; \

a) f(Z) E) f(s) I) f(—5) m) 9(’]) p) 9(2) S) 9(2‘5)
b Im 0 O Im f) ) Im ) ) im g 9 Imgw) 0 Im g
Q) lim fe) 9 lm fx) k) Jim ) o) lim g(x) N Im g(x) w fim gto

d) Ifn%j(x) h)y fim fix) ) Hr_rgsf(x)

x—=—25%

. Identifica cada una de las tres expresiones siguientes con su grafica correspondiente:
a) Alim g(x)=3 b) lim g(x)=3
x— 1t x—=1
1% Y J
3 . gl ,/
o 1 x 70 Tx

Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a) fm flx)=-2; f(2)=5; Domf=R; Im f=(-2, +<)
x—2
b) 1’!m1 g(x) = 4; gx) estrictamente creciente en (—es, 1); Im g = (—eo, 4]
X—
¢ lim h(x)=3; lim hix)=5; h(2)=3; Dom h=[0, 3]
x—2 x—=2*
d) fim t) = lim tG) = Iim t(x)
x——1 x—0 x—1
e) [X)>0 Wx=2; Ix)<0 wx<2; 8 limI(x)
x—2

fy Domj=R~-(2,3]; Imj=R; /im jx)=0; Iim jix)=-2; j(0)=0
x—2 x—3"
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SOLUCIONES

1. Las soluciones quedan:

« f(2)=1 {(5)=2

f(-6)=-1
Iir[15+f(x):—];

lim f(x)=2;
x— 2"
lim f(x)=3;
X—>5

lim f(x)=15;
X —>-25"

* g(M=-2; g(2)=0;
g(3) no existe;

lim g(x)=0;
X—2"

lim g(x)=-2;
x — 3"

lim g(x) no existe
X —>3

Las correspondencias quedan:

a) Alimg(x)=3

Las graficas quedan:

a)

b)g(D=3

f(=5) no definida;
lim f(x)no existe;

X —> -5

lim f(x)=-1

X —> -6

lim f(x)=1;
X—>2"

lim f(x)=3;
X — 5"

mf00=15

g(2,5) no existe;
Il'mlg(x)z— 2;

lim g(x) no existe;
x—2"

lim g(x) no existe;
X —>3

c) Il'mlg(x) =3

¥=g(x)

c)

y=1tx)

b)
"""" y=1f(x) al
2 0
d)
y=hx)
7 2
— i 0/
23 -1
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3
y=io0 I
— - Ol
0l L 23
1
—2/ —2‘ 1-/

y=n(x)
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B 4. En las siguientes funciones, cuyas graficas se dan, calcula los valores pedidos:

v Y

y =f(x) f

\ y =g(x)

\

"-.\ ; }. I
\__/

|
|
|
|
|
S S IS
I
|
|
|0
-
|
———— e =
|
i
|
i
|
i
I
|
I
|
i
|
I
|
L
1
L
i
|
ki
T
i
|
L

\Y 'lllr
\
\ /
\ / — ‘
II i II —_— I -
'\ |I o 5
I |
a) Iim fx) e) Im f(x) hy lim glx) ) lim glx)
x—=-1" x—=-1" x—= 1" x—2*
b) Iim fix) f) lim flx) iy lim gix) m) fim gx)
x—= 17 x =1 x—2 K— —on
o) Iim fix) g) lim fix) ) lim glx) n) Iim g(x)
X oo X ——oo X =5 4oo x—1
d) Ecuaciones de las asintotas horizontales k) Ecuaciones de las asintotas horizontales
y verticales, si es que existen y verticales, si es que existen
B 5. Representa graficarmente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:
a) Asintota verticalen x=-2; fim f(x) = lim fix)=2
X— —oo X = 4oo
b) fim glx)=1 : lim gx)=— : lim g)=— : Jlim gx)=+e
x—=1 x— 3 X =3 X — +oo
o hi-4)=2 o dim hx)=—ee o lim h(x)=4e=  Iim hix)=2 ; lim hix)=-1
X — =2 x — =2 x— 2 X —=2*
d) t(0) =1 ;o lim t) =—e 5 lim txX)=2 ;o dim tx) = lim tx) = +eo
x—0* x—=2 X—3 X —3*
B 6. Calcula los limites siguientes:
. 1 1
Ii i = im — lim —
3 x£n>0 2 e X—)n'lo 7) ) x—)To-o )(]3 m) X—TJ‘ X7
1 . 1
i & lim — I lim —
b) x—)rfm x ﬂ X—TT b J) x—i—n1 2 n) X—TT X
1 1
9 xjir?B ? g) Xin'—]o-o F k) ;ﬁ%’ 4 o) XJ’_.I()!?W XG
1 1
i lim —— im —— I
d) X—)r?o-o XS h) x—%' )(13 l) x—ﬁ% )(5 p) x—rn %
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SOLUCIONES

4. Las respuestas quedan:

a) lim f(x)=-w
x— -1

b) lim f(x) =+
X -1

c) lim f(x)=-1

X — 40

d) Asintota horizontal: y =—1.
Asintotas verticales: x=-1; x=1.

e) lim f(x)=+w
x — -1

f) lim f(x)=—w
x -1

0) Iir[] f(x)=-1

5. Las representaciones quedan:

h) Il'rr;g(x) = +0o0
i) |fng(X) =+

j) lim g(x) =+

k) Asintota horizontal: y =0.
Asintota vertical : x=2.

) |I'n;g(X)=+oo
m) Il'n_1 g(x)=0
n) Iimlg(x)=4

a) i b i
LR y=gm |
________ 'i""""""""' 1 E
_gé [i] al 1 EB

c) ! d) i
| y=hix) y=t(x) 5
|'__"i'_'_' 2 2 -3 i
AN 1 b

—I4 20 o2 i 'I_‘ 13
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Los resultados son:

a)limz2=2

X —0

e) XIerJw n=-7

. 1
9) Jim ~w%=0
i) lim —~ 0

X = 4+ X:I'3

k) lim x*=0

x—>0"
1
m) lim — =+
x—>0" X
0) lim x°® =+

X —> —©

b) lim x® =0
X — +o©

d) lim x°=—w
X = —0
, 1

f) lim TZ-I-OO
x—>0" X
. 1

h) lim — = o0
x>0 X

j) lim x® = +1

-1
1) lim — = +o0
x—=>0 X

1
n) lim —=-o
x—>0" X
p)limx=1

x—>1
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PAGINA 268

ACTIVIDADES FINALES

B 7. Sedalafuncién:

Calcula:

2x-1 i
fix) =4 -3 si

x< =1
-1<x<2
X+ 1 si xz2

a) lim fx) b) lim fG) < lim fx) d) im fx) e lim fx) T m fl) 9 fim flx)
x—-1" x—-1 Xx—=2 =2 x—=2 X ——o

x—=-1"

Cornprueba los resultados obtenidos por medio de la grafica.

B 8. Calcula los siguientes limites:

a) Iim (2 -7x+2)

H—s4oo

2
by Im — =
) X——e 35X+ 2

) lim (4x*-7x+5)

X——oa

d) Im (-3x°+2x-4)

X——oo

B 9. Calcula los siguientes limites:

x -1
ffm ——~
a) Mg X+ 26— 3x

K +%
fim =22
b) x—r?o X224 x

X -9
¢ fm — =
) x—=3 5% -13x-6

4
fim X =1
d) X—>n21 X+ 1

W 10. Calcula el siguiente limite  fim
X—2

M 11. Calcula los limites siguientes:

a) Iim X+
x=1 x-1

b) fim 2*%

x—0

e Iim (x?+3x-2)

X—s+om
2
f m 2 =Tx+5
X—obea —2x7 +4x -3
xX2+7
i
9 x—)To-o 2x
hy lm Vx-32+2
X VAXE 45
X =3"
i
© x—% X+ x
X-5x+6
f) m 227
) x—rpz X —dx+4
V1-x-1
g fim ——
x—=0 2%
X -1
i
h) xi>n1 \/)_(—'I
M, siendo f(x) = 2% + 1.
x=-2

x+5

=3 Ix-3l
2 X +2x

d Im|— -
) an(f 3 )

) lm Y3
X—b+om \/Z_X—S

b im 37 -2+ 1
) x——m IxP—2x7

k) lim

X—3+o0

2% -3

)l — 2

X——ea ] —

- =5x+ 1

h) lim fx)

X = 4oo
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SOLUCIONES

7. Los limites y la gréfica quedan:

lim f(x)= lim (2x-1)=-3 i
X — -1 X — -1 . _ 41
im f(x)= lim (-3)=—3 [ — .m,f()=-3 ot
X — -1" X — -1"

,
-2 -
lim f(x)=lim (-3)=-3 NI
ey X2 = lim f (x) no existe |
lim f(x)= lim (x+1)=3 X2 an
X — 2" X — 2" / :4;5
lim f(X) =—o0; lim f(x) =+ /
X = =0 X —> +00 /.-
8. Los limites quedan:

a) lim [2x® -7x+2]=+x b) im ————=

X = +o0 x—>-» IX°—5X+2

y =1f(x)

c) lim [4x* -7x+5]=+w

e) lim [-x*+3x-2]=—w

7
g) lim x+r 1
X —> +00 2X 2
o Ix+3 1
i lim ——=—
X — 40 [2X_5 \/5
K lim —x?-5x+1

X — +o0 2X3_3

9. Los limites quedan:

d) lim [-3x°+2x-4]=+

2x*-7x+5

flim ———=-1
)H+w —2x%?+4x-3
3[4 _ay2
hy lim X 23X 2
X — —0 3,4X2+5
) lim 3x5—2x+1__OO
x>0 Tx*—2x2
-2
) lim =0
)X~>—oc 1_X3

3 _ _ 2
a) Iim X" -1 _“,m (x-1) (x +x+1)=§

x—>1x3 4 2x% - 3x

ol X (x=1) (x+3) 4

2
. X+ X ]
b) Iim ——— |- |=liMm ———=1
x>0 X% —2X° +X x=0 X (X°=2X+1)

c) lim i— im (X=3)(x+3) _ 6

x->3 5x*-13x—6

0 fim X2 : i D (=D (4D 4

x>-1 (x+1) (x*=x+1)

x—>-1x%+1

“x-3(x-3)(5x+2) 17

3



10.

Xt -3x?
e) lim - Iim 2
x>0 x%4X
E im X=D(x=3)
X2 (X—2)2
1_I
1\/_ 1

B[]

f) Iim

0 X? —4x +

h lim

i) lim

X —3 X—

3-45+X
j) lim
x>4 2 /8-X

x?—5x +

6
4

X

YRS

x*(x*-3) II,mx(x2—3)
x-0 X (X+1) x-0 x+1

=0

(1/1 x-1) (Y1-x+1) _ lim 1-x-1 1im
HO 2% (yJ1-x +1) x>0 2% (J1-x+1) *~0°2({/1- x+1)

—1

4

(x —1)(\/_+1) lim (x? —1)(\/;+1)I (x - l)(X+l)(\/_+l)

o X -BY (X3 x-3
T o) (K E) ¢ -8) (I B)
X-3 1

»3(x 3)(x+3) (Vx ++/3) 1243
(3-/5+x) (3+/5+x)(2+/8-x) _im - X) (2++/8—X)

X%4(2—«/8 X) (2+/8-x) (3+/5+x) H“(x 4) (3+/5+X)

9 1im N2-Xx—2+X ~/2+x (\/2 X =24 X) (2= X +4/2+X)

x>0 X% +X

2 —
) lim X
X—>2 [2 _2

El limite queda:

Sif(x)=2x?+1 = £(2)=2-22+1=9 = Iim (=T _

2x?

= Ilim

X—2

il

X_

(X% +X) (/2= X ++/2+X)

-4

_ 4.2
6 3

2

—2X —2X
Ho(x +X) (\J2- x+\/2+x) Hox(x+1)(\/2 x+«/2+x)

(Jx+2 2)(./x+2+2)(@+2)
HZ(\/X 2) (V2x +2) (Jx+2 +2)

(x—-2) (\/2x +2) —|’ (x—2) (\/2x +2)
x=>2(2X —4) (X +2+2) X222 (x=2)({JX+2+2)

_4 1
8 2

2 —
L@ +D)-9

X2 X—-2 X2 X—-2

-8 E _jim 2(x=2) (x+2) g
2 x—2 X—-2

2
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11. Los limites quedan:

. X%+1 X241 . x2+1
a) lim =—o0; lim =+o0 = Alim
x-»1 X-1 x> X-1 x->1 x—1
. 24X . 24X . 24X
b) lIMm ——=+0; lIM ——=+0 = liMm ——=+wx
x—>0 X x—>0" X x—=>0 X
. X+5
c) lim ——==+w
><—>3|X_3|

2 2
d) lim %.X 2% =||’m2(X—+32X)=||'m LX;LZ):JNO
x=>0| X 3 x—=0 33X X—=0 3X

2 2x*+1
e) lim | — x*+1 = lim ——— /=2
)xa+oo|:x+1 i| X = +00 X+1

11 1 ] X —x ] X (x-1) .
f)y Iim| | ——=-— =I|m 5 5 =lim — > — no existe
X200 XS\ X+2 X°42 ) |=9 x-0 X (X+2) (X +2) x>0 X (X+2) (X +2)
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W2

W15

u7.

. Dada la funciudn f(x) =

Calcula los siguientes limites:

a) fim (\/9)(2 +2x—3—3x)

X—poo

b) Xff_r)r; [Vx (Vx + 3 - V)]

. Calcula los siguientes limites:

o Bx—2 \X S ER NG
/ I =
B X_I)TW( 5x + 3 ) o x—:{?m(-l ¥ ZX)
b / i
b) lim (ZX_?) 2x e) lim (ﬂ)T
X—3 oo X33l DP—x-—5
o im (2" § dm [ A3 )7
x—=+e | X+5 x—+e | 5-3x

. Halla los siguientes limites:

2 ,-‘I i A
a) fim el d) lim ( E )
x—=0 x =+ \\ X+ 5
1 2]  3-V5+x
LS (x—1 T E ) L TR
A Lx— 2
i fim ————
= x—)To-n ( SxE= 5 ) f x—!>n2 X—
e
Calcula ay b, para que lim (ax+b— ):0
X400 x+2

V2x + 3, calcula;

im fixx + h) = f(x)
h—0 h

Calcula el valor de a que haga cierta la siguiente igualdad:

PEiEd e
im | ———— | =e
x—eo | 3X+5x°

. Se da la funcién:

T s R )
fx)=43-3x s D<x<3
—2x S

Calcula:

al lim fx) B) Iim f(xx < lim fx) d) lim fix) e)fl0)
x=0 x=0" x =1 X3

A la vista de los resultados obtenidos estudia la continuidad de la funcion.

f) f(1) g) f3)

x—0
FELE
by fim ("2” ) 1
=1\ x4+ 1
e 7 R
lim
) X—)—o-o( PhE | )

g lm (x-2)*-2

x—3

i xiTm Wxt =3 = Vxt-1
INTRODUCTIO

1 N FI N I T RU M.
AVCTORER .
LEONHARDO EULERO,

Profeflore Regio Besorrwewsr, § Acdemis TImperialis
Seiensiarum Prrroporivads Socin,

EDITIO NOVA, . .

TOMUS PRIMUS

TLUGDUN %

Apsd Beazoset, DEtAMOLLIERE , hr.qu & Soe
e ——

1797

T Portada de la obra de Leonhard Eu-
ler (1707-1783), significativa para la
evolucion del analisis matemético.

203



SOLUCIONES

12.

13.

Los limites quedan:

a) Iim [ 9x2+2x—3—3x}_ lim (\/9x +2X-3 - 3x)(\/9x +2X— 3+3x)
Ko (J9x? +2x-3+3x)

. 2X -3
= lim

12 1
x>+ oy Loy 343 _\/§+3_3

b) X|Ln;lw[\/;[«lx+3—\/;ﬂ=X|mem_x: lim (\/X2+3X—X)(\/X2+3x+x):

X X2 +3X +X
= lim —— =_
x>r X2 +3X +X

X+1 X X +o0 X (X+1) L G

X — +o©

2 2 2 _ 2 g2 _
¢) lim {x +2 X +1} = lim X (X“+2)—(x+1) (x +1)= lim X+ X 1:_1

Los limites quedan:

r 3x . 5x -2 . -15
_[5x-2 Jgm o (Fg) i
a) lim :e 5x +3 —e 5x+3 _ -3
X —> +0 _5x+3_

r n o 3X+1(2x-7 21
rax 7R m At
b) lim Vet L _ga
X —> +00 2X

r 4x

. 3X

) Iim |22 | =4
X = +0 X+5

X —> +o

; 5 X im x? (1= —1 .
d) lim 1+2—} = [ 2 ]:e* =+ 00
X

X 2 2

r 2 — iim X 2x°-6x ] Ji -5x7+ 5x

e) Iim _2X —6x 2 ZEXETU) 2 [2X27X75 :eanJW 4x*-2x-10 :e_Oo =0
X —> +00 2X2_X_5

B 4-3x . -x+3 1

- [4-3x Jm -9 (E 1] E

f) lim I_ 5-3x ) _gr>5-3x _g3 _3[g
x40 | 53y
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2 im 2@+3x-1  lim 2
lim [1+3x]" "|=e* =e"0 x =g°
g)x—>0[ ]
5 x?+3 i x2+3[x2+1 l] (x3+3) (x>~ x) (x*+3)-x-(x-1)
, im - im 2~~~ =] im ~————————
h) lim |:X +]:j x-1 :eHl x—1|x+1 :ex'"fl (x-D(x+1) zex"inl DD _g2
x—->1 X 4+

14. Los limites quedan:

2
- 4-(x+2) . —X?—4x . —X—-4
a) lim ————=lim ——— =lim S—=—00
Xx—0 X X—0 X x—->0 ¥

2 _ 2 _
b) Iim[ 13 ]:Iimx +X+1 3=“,mx +X 2=I|'m X+2 1

x>l x*-1 x>1 x*-1 x>1x24x+1

S\ Y fim [X22a)X
d) ||'m [ X_Zj = ||’m {X zjzzeXam[)ﬁS ]2 :e%
+5 X —> +o0

(- 5+x)2)(1+m):”m

e) lim m:”m (4—x)(1+\/ﬂ)
X X“(f—( 5—x)2)(3+\/5Tx) >4 (x-4)

4 (3+\/5+_x)

. X=2
li =1
o Ix=2] x22 X=2 - x-2|
lim = A lim
x>2 X—2 L =X+2 x>2 X-2
lim =-1
x>2 X—-2

lim (x-2-1)—>

5
g) lim (x-2)<-s||=e"" —e’

] X ] J_
h) XII—>n:r]oo \/X4_X3 _\/X4_l:><||—)n:rloo 1_X3 _ 2

1

3
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15. Queda:

(a-)x*+(2a+b)x+2b-2

lim {ax+b—

X =+

2+2 (ax+b)(x+2) (x? +2) _ im
X+2 X—>+°° X+2 X - +o0 X+2

Debe ocurrir = {a;1=o 1

_a
2a+b=0 b=-2

16. Queda:

f(X)=y2x+3 = f(x+h)=,2(x+h)+3
i fEN=F00) \/2(x+h)+3—\/2x+3=

h—-0 h h—-0 h

_im (V2x+2h+3—y2x +3) (y2x+2h+3 + y2x+3) _
h—0 h (y2x+2h +3 +,/2x+3)

_im 2h 2 1
"o h(J2x+2n+3+2x138) 2.2x+3 2x+3

17. Queda:

3 5 im ax | 3t5%° 4 -3a
lim +5x° _ e 7 s ) e o a=_-10
x>+ | 3X+5xX°

18. Se calcula del siguiente modo:

lim f(x)= lim (x*+1)=1
I|n(1)+ f(x)_ I|m (3-3x)=3

lanlf(x)zlanl(B—Sx)zo

lim f(x)=-6
lim f(x) = {*° = |im f(x)=—6
x—>3 lim f(x)=-6 x—3

x —> 3"

f(0)=3; f()=0; f(3)=—6
La funcion f(x) es continua en R—{0}

=0
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PAGINA 270

ACTIVIDADES FINALES

M 19. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

a) Y ) Y
909 =[x~ EIJ?
2t T A Sy [Ny Ry R S
_______ i / % 4 /
1 i i i i i
i — e — ==
-2 -1 0 1 2 3 X
f(x) = |x] +|i,,|
d)
b)
h(x) = signo de x = lixl ‘
1].—
0
] x .
X
I t(x) = |x +1|
M 20. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
a) f()():zi9 o fl=e¥-3 e) f(x)=3sen(x +m
2
b) f(x) = V4 —x* d) f(x) =x - In(2x + 6) f) flx)=tg 2x
M 21. Estudia la continuidad de las siguientes funciones definidas a trozos:
a) -4 s x<2 b) 5 :
“t si x<0
fo={x-2 si 2<x<4 X
5 si x>4 g)={Vx+1 5 o0<x<3
x-1 si x>3

2 -
M 22. Estudia la continuidad de la funcién f{x) = ;x

nela para que sea continua en x = 3.

M 23. Determina el pararmetro a para el cual cada una de las siguientes funciones es continua en su dominio de definicion:

3 ax’—2 si x<1
flx) = .
® i si x> 1
X

en x=3. En caso de presentar discontinuidad evitable, redefi-

b) -2

fx) = a+In(x-1)

siox<2

siooxz2
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SOLUCIONES

19. El estudio queda:
x|

a) f(x)=Ix/+— no es continua en x=0, pues no esta definida en dicho punto.
X

b) g(x)z[x —E[x]]2 es discontinua en todos los puntos de la abscisa entera.

¢) h(x) noes continua en x=0, pues no esta definida en dicho punto.
d) t(x) es continua en toda la recta real.

20. La solucion queda:
a) f(x) es continuaen R—{-3,3}
b) f(x) es continua en [-2,2]
c) f(x) escontinuaen R
d) f(x) escontinuaen (-3,+x)

e) f(x) escontinuaen R

f) f(x) escontinua en R—{§+K-g}

21. En cada caso queda:
Veamos la continuidad de f(x) en x=2y x=4.

£(2)=0

lim f(x)= lim (x*-4)=0

xo2 x>z = lim f(x)=0=f(2)=0 = Luego f(x) es continua en x=2.
lim f(x)= lim (x-2)=0 X2

x—2" X — 2"

f(4)=2

I|m f(x)= lim (x-2)=2

X—>4

lim f(x)= lim 5=5

X — 4" X — 4"

:>/Zf I|'m4f(x) = Luego f(x) no es continua en x=4.

Veamos la continuidad de g(x) en x=0y x=3.
9(0)=-1

5
I|m g(x)=lim —=-1
x>0 X=5 - 7 ||’m0 g(x) = Luego g(x) no es continua en x=0.

lim g(x)= lim {x+1=1

X0 x —0*

9(3)=2

lim g(x)= lim \/x+1=2

" e = Xligq3 g(x)=g(3)=2 = Luego g(x) es continua en x=3.

I|m g(x)= lim ——=2
x—=3" X+2

208



22. La solucién es:

2 — —
l[im X—9= [im wi:a = En x =3 tiene una discontinuidad evitable.
x>32X—-6 x-3 2(X—3) 2
x?=9
Laredefinimos: f(X)=<2x -6

3 Si Xx=3

Si Xx#3

23. La solucién es:
Estudiamos la continuidad en x=1.

f()=a-2

lim (ax2—2)=a—2
X—>1

4 = a-2=4= a=6
lim —=4
x—>1" X
Estudiamos la continuidad en x=2.
f(2)=a

lim (a+In(x-1))=a
x - 2"

= a=1
lim e* %=1

X—>2
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Unidad 12 — Introduccidén a las derivadas.

PAGINA 273

cuestiones iniciales

1. Calcula los siguientes limites:

 f2+h)-1(2)
a) flx) =3x*+ 5; f;rinc' —
. . 9k+h)—g(x)
b) glx) =V3x+1; hfino H

2. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, -3) y su pen-

. 1 .
diente vale 5 Halla la perpendicular a esta recta en el punto A.

3. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la curva = 2" - 4x + 6
en el punta P(0, 6).

4. Calcula la tasa de variacién media en los intervalos [0, 2] y [2, 4] para
cada una de las siguientes funciones:

a) filx) =3x b) filx) =3x+ 2 o filx) =X d) fyx) =3"

SOLUCIONES

1. Los limites quedan:

. 12h+3h?
li =lim =|i

h—0 h h—0 h h—0

=12

2 “,mf(2+hh)—f(2)=

. 3(2+h)y*+5-17 . h(12+3h)
m m h

2 2

by lim 3N =000 NE (x+h)+1—\/3x+1:”m(\/3X+3h+1) ~(\3x+1)

e h "o h h-0 h-(\/Sx +3h+1+/3x +1)
_lim 3h 3

"0 h (3x+3h+1+3x+1) 2 f3x+1

2. Las ecuaciones de cada una de las rectan quedan:

« La primera ecuacion es: y+3=—%(x—2) = X+5y+13=0

« La recta perpendicular tendra pendiente 5. Su ecuacién es: y +3=5(x-2) = 5x-y-13=0

3. Laecuacion pedida es: y=6-4x.
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4. En cada uno de los intervalos queda:

(-0 6 _, f(4)-f,(2)_12-6_

8) t,,[0,2] =15 =2 tn[2,4]=2 — ;=3
) tvm[o,z]:fz(zz):g(O):8;223 tvm[2’4]=f2(4i:f22(2)=142—8=3
c) tvm[o,2]=W=g=4 tvm[2,4]=f3(4i:f2‘°’(2)=642_8=28
gt [02-@-L@_9-1_, L [2a)-@-K(2) _BL-9

2-0 2 4-2 2
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PAGINA 289

ACTIVIDADES

B Ten muy en cuenta el lenguaje y la notacién adecuados en la resolucidn de los siguientes problernas:

1. El pastor y el rebano. Un pastor tiene un redil, donde guarda su rebafo, en lo alto de una montafia. Un determinado
dia sale de su casa a las 9 de la manana y, después de caminar toda la jornada, llega al lugar donde esta el redil. Alli per-
manece durante 10 dias, al término de los cuales y a las 9 de la mafana, regresa a su casa. Al ir bajando, se pregunta:
«;Habra algun punto del camino por el que pase a la misma hora gue pasé el dia que subi a la montafa?».

2. Dos deportistas. Luis y Ana hacen deporte todos los dias. Ayer fueron desde la plaza Mayor hasta el Pinarcillo. Luis co-
rrié la mitad de la distancia y anduvo la otra mitad. Ana corrié la mitad del tiernpo y anduvo la otra mitad. Los dos corren
a la misma velocidad y andan a la misma velocidad. ;Quién llegd antes al Pinarcillo?

3. Triple operacién. Un montafero ha sufrido una grave calda vy, al llegar al hospital, ha de ser operado por tres cirujanos
distintos. En ese momento hay una epidemia que pueden padecer los cirujanos y el montafero. Esta enfermedad puede
contagiarse a través de cualquier util o por la piel. Las tres intervenciones se debian realizar consecutivarmente. Cada ci-
rujano debe operar con ambas manos, pero en el hospital sélo habia dos pares de guantes esterilizados. ¢ Cémo consi-
guieron operar al montafiero, utilizando los guantes disponibles y evitando toda posibilidad de contagio?

SOLUCIONES

1. El problema se representa del siguiente modo:

Lugar
REDIL
o e -
vuelta
ida
Qd_e la Tlemp:)o
manana
sale hacia el
redl
2. Lafigura queda:
* LUIS
see corre anda
L O
Plaza Mayor Pinarcilla
* ANA
see corre anda
L L
Plaza Mayor Pinarcillo

En el gréfico esta muy clara la situacion
del problema y la solucién del mismo.
Efectivamente, hay un punto por el que
pasa a la misma hora, y es el punto (*)
en el que se encuentran los dos
trayectos: de ida y de vuelta.

Cuando Luis esta a la mitad del camino,
comienza a andar, luego la otra mitad va
a velocidad mas lenta.

En cambio, Ana, al correr la mitad del
tiempo, corre mas de la mitad del
camino, por lo que menos de la mitad lo
hace andando, asi que llega antes Ana.
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3. El primer cirujano se pone el guante (A) dentro del otro (B), es decir, se pone (A) y encima se
pone al (B).

El segundo cirujano se pone el guante (B) por la cara que no ha tocado al herido.

El tercer cirujano se pone el guante (A) dandole la vuelta y encima de éste (B), operando al
herido por el lado del guante (B) con que ya han operado los otros dos cirujanos.
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PAGINA 292

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Completa en tu cuaderno la tabla que sigue con la determinacién de las tasas de variacién media correspondientes.

£ f=3x | KBX=3x=2 | HX=3x+2 | f)=x fi(x) = 2 filx) = 3°
[-2,0]
-1, 1]
[0, 2]
[1. 2]

[, a+1]

B 2. Dado un depésito de agua tiene forma cilindrica, con unas rmedidas de 1 m de radio y 3 m de altura:
a) Realiza la grafica de la funcién que proporciona el volumen de agua en funcién de la altura del liquido.

b) Calcula la tasa de aurnento medio del volurren en litros de agua por centimetro de altura cuando el nivel sube de 0,5
alm;del,5a2myde2a25m.

c) ;Cudnto vale |a tasa de aumento medio entre dos niveles de agua?

B 3. Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [1, 4] para las siguientes funciones:

a) fx)=3x+2 b) gl =4-x c) hix)=Vx+5 d) tlx) = =

x2+4

B 4. Laecuacion de movimiento gue sigue un cuerpo gue cae libremente viene dada por e(t) = 4,9 - %, siendo e el espacio
recorrido en metros, desde el punto que inicia la caida y t el tiempo en segundos, desde ese mismo instante. Calcula la
velocidad media entre los instantes 2 s y 5s. Calcula las velocidades instantaneas en esos dos instantes.

B 5. Un pais desea enviar un satélite artificial al espacio. El cohete que lo transpor-
tard llevara una ecuacion de movimiento e(f) = 3¢ + 8t, siendo e el espacio re-
corrido en kilémetros, desde la superficie terrestre y t el tiermpo en minutos,
desde que la lanzadera espacial pone en movimiento el cohete. Calcula la velo-
cidad media del cohete en los intervalos [0, 3; [2, 51; [1, 8] y [8, 12]. Al alejarse
de la Tierra el cohete, scomo varia su velocidad? ;aumenta o disminuye?

B 6. Calcula, usando la definicién de derivada de una funcién en un punto, las de-
rivadas siguientes en los puntos que se indican:

a) f) =22 +3; F(1) Q hix)=V32+4;, h(2) e) Ix) = j—z: 1(3)
b) glx) = %: Dlg(1)] d) k(x) =6; DIk(0)] f) tx) = Vx—3; Dlt(6)]

7. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva f(x) = x> - 3x” + 2 en el punto de abscisa x; = -1.

8. Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la parabola y = 2x*— 12x+ 10 en los puntos donde esta corta al
eje de abscisas.
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SOLUCIONES

1. Latabla queda del siguiente modo:

tym f(x)=3x | f,(x)=3x-2 | f,(x)=3x+2 | f,(x)=x* f.(x)=x° f.(x)=3"
[-2,0] 3 3 3 2 4 4
[-11] 3 3 3 0 1 %
[0,2] 3 3 3 2 4 4
[12] 3 3 3 3 7 6
[a,a+1] 3 3 3 2a+l | 3a’+3a+1 2.3

2. En cada apartado queda:

a) Llamando x a la altura del liquido obtenemos:

volumen (m?)

[ e T

[P S,

W) drmmmmmm—m e e mmmmm e ———————

b) Queda:

t, [0,5;1]=

c) Queda:

tm (& 0]=

n—0,51

brn-an

b-a

T t,L52)=

altura {m)

0,5

2n—15n
——=n

La ecuacion es:

V=r-Xx con 0<x<3

t, [22,5]=

0,5

2,51-27n
— =7
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3. En cada uno de los casos queda del siguiente modo:

f(4)-f@)_14-5_,

t
4-1 3 v 1

th [1’ 4] =

h(4)-h@®) _v9-6_3-6

t,.[1 4]= 4]=
mlk A==~ 2 2 (mlL 4]
4. Queda:
2 2
Vm:tvm[z,5]:e(5)—e(2):4,9-5 -4,9-2 _343m/s

5-2 5-2

. 49(2+h)?*+4,9.2?
=lim

4=9W-9@) _—12-3_

4-1 3
8 8
t(4)-t@) 20 5_-2
1 3 5

4—

=|im

Vi :tVi [2] - IhILT[]) h—0

e(2+h)-e(2)
h

=lim
h—0

h (19,6h+4,9h): 19.6m/s

. 49(5+h)*+49.5°
=lim

h—0

=lim

4,9 (4h+h?)
h

v, =t, [5]=Iim e(5+h)-e(5)
h—0 h h—0

h—0

h (49+4,9h)
h

5. Queda:

e(3)-e(0) _3:3°+8-3

V_[0,3]=t, [0,3]= —17 km/s
3-0 3

V. [25]=t, [2,5]-C®)=€@) _115-28 54, g
5_2

V. [18]=t, (18] =& =€@D _256-11 .5, s

8-1 7

e(12)—e(8) 528-256
12-8

V_[8,12]=t,[8,12]=

h—0

=68 km/s

Al alejarse de la Tierra aumenta la velocidad del cohete.

4,9 (10h +h?)
h
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6. Las derivadas quedan:

2 2
a) @ =lim ENF@ o 20+N)"+3-5_ o ah+2n®
h—0 h h—0 h h—0 h
2 2
h—0 h h—0 h h>0 h2+2h 2

C) h'(2)=Li_rg

h@+h)-h@)_ JB@rhyvd-a_ (1/3h2+12h +16—4)(«/3h2+12h+16 +4)
h h-0 h h=0 h( 3h2+12h+16+4)
2

; 3h?+12h ] h(3h+12) 12 3
:I|m :I|m :E:E

h->0 h(\/MM) h0 h(./3h2+12h 116 +4)

=lim——=0
h—-0 h

o k(0+h)—k(0) 6-6
d) DIk(0)] = lim === ===

3 1
e) I,(3):“,m|(3+h)—|(3):“,m (3+h)* 3 _lim 2—h2—6h :_iz g
o h o h noo (3n?+18h127) 27 9
_3_ 3+h—-+3][(+/3+h++/3
f D[t(G)]:LImt(6+hr3—t(6):Ll,m./6+hh3 \/§:”m (\/ + \/_)(«/ + +\/_):

" h(Jarh+3)

. h 1
=lim =

"o n([3he3) 243

7. Laderivada queda: f'(x)=3x*—-6x
La pendiente de la recta tangente en P(-1,-2) es: f'(-1)=9
La ecuacion de la recta tangente es: y +2=9(x+1) = 9x-y+7=0

La pendiente de la recta normal es: —}6 y Su ecuacion es: y+2=—é(x+1) = X+9y+19=0
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La solucién queda:

Los puntos de corte:

_oy2 _
z;éx 12x+10} — P(L0) Q(5,0)

La derivada queda: y'=4x-12

« La pendiente de larectatangente en P es: y' (1)=4-1-12=-8
La ecuacion de la recta tangente queda: y —-0=-8(x-1) = 8x+y-8=0

La pendiente de la recta normal en P es: %

La ecuacion de la recta normal queda: y —Ozé(x -1) = x-8y-1=0

« De igual forma queda en el punto Q.
La ecuacion de la recta tangente queda: y —-0=-8(x-5) = 8x+y-40=0

La ecuacion de la recta normal queda: y —Ozé(x -5) = x-8y-5=0
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PAGINA 293

. 1 R .
B 9. ;Enqué punto dela curva fix) = 7){’ -1 la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante?

M 10. Sea la funcion cuya grafica aparece en el dibujo adjunto. Calcula, de forma razonada, DIf(2)] y DIf(6)].

2 " " .
M 11. Halla el angulo que forma la tangente a la curva y = — en el punto x, = 4 con el semigje positivo de abscisas.
X

W 12. Dada la funcion fix) =ax+ b, calculaay b, de manera que f(1)=1y (1) = 2.

M 13. Halla la funcién derivada de cada funcién y, en cada caso, representa en un diagrama cartesiano ambas funciones:
1
a) flx)=3 o) ) =x*-2x-3 e) fs(x)=7
b) f00) = 3x d) ff)=x’-12x+8 f) falx) ==2x+5

M 14. Halla las funciones derivadas de las siguientes, aplicando la definicion:

a) flx) =—3x+5 b) gx) = (2x - 3)* ) hixX)=x*-2* +5 d) k(x)=2Vx+3
M 15. La gréfica adjunta corresponde a la funcién derivada de una determinada funcion f(x).
Y p
flx)_-
o] 3 x

Indica cual de las graficas, a), b) ¢ c)se corresponde a la funcion f(x), justificando la respuesta.

a) Y b) Y () Y

.jl @

™~
w//
|-
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SOLUCIONES

9. La bisectriz del primer cuadrante es la recta de pendiente m=1.
Luego hay que hallar el punto en el cual:

f'xX)=1 = %-2x=1 = x=1 = elpunto es P(l—%)

10. Realizamos los célculos a partir de siguiente gréfico:

D[f (2)]=valor de la pendiente de la tangente

=2x-1
ap=e i zf y=2x-1 alacurva y =f(x) enelpunto de
Nl / y=Fid abscisa2 = D[f (2)]=2.
/)
A
AT T A D[f (6)]=valor de la pendiente de la tangente
/! E E
7 P T y=1 alacurva y =f(x) enelpunto de
4 )/ abscisa 6 = D[f (6)]=0.
/

11. Queda:
: . : . 2 -2 -1
Calculamos la pendiente mediante la derivada y' =— = m=—=—,
X

El &ngulo queda: tgx:%1 = x=172°52 30"

12. Queda el siguiente sistema:

f(D=1 = a+b=1 _ @
ff()=2 = a=2 b=-1

13. Queda:
a) f',(x)=0 b) f',(x)=3
c) f',(x)=2x-2 d) f',(x)=3x*-12
e) f'5(x)=—x—12 f)f (x)=—2
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14. Queda en cada uno de los casos:

fOx+h)=f() _ . —8(x+h)+5-(-8x+5) _ -8h__,

h h—-0 h h->0 h

a) f'(x)=r!iLn0

g(x+)-g() _ | [20+)-3 ~(2x-3)* _ ah?+8xh-12h

%) 's)= i S0 -y DS fim P E 212
3 2 3 2
& H(0) = lim h(XJrr;])—h(x):h“,mo [(x+h) —2(x+h)h+5]—(x —-2x%+5) _3x? 4y
2 _ 2
0 kl(x):r!@ok(XJr?_k(X):r!iﬂ 2.J(x+h) +h3 2\x*+3 _
_iim 4h? +8xh . 8x  2x
"0 (2(x+h)?+3+2x2+3) 4x?+3 |x*+3
15. Queda:
Y
C
f'(x) tiene por ecuacion: f'(x):%x
3 0 3 X Quedaria f(x):%xz—S = Gréfica C
3
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PAGINA 294

ACTIVIDADES FINALES

M 16. Calcula las derivadas de las siguientes funciones potenciales:

7.

H 18.

M 19.

M 20.

H21.

a) DI d) DB -x +4]

7 &
b) D[—S] &) DIOE + %1

X
o D[sVx] f p|—>*

4 + 5x

Calcula las derivadas de las siguientes funciones exponenciales:
2 ola7] o) Dle* -~ 2]
b) DI3 - 2] d) D[2¢ - 39
Calcula las derivadas de las siguientes funciones logaritrmicas:
a) DIIn(¢ + 7] d) DI V/3X + 1]
b) DlIn(e" + 2] e) Dllog,(x* + 1)]

c) DIIn(3 - 4x°)7]

el

g) Dln{In x)]

h) Dln(x - V4 — )]

) D[m( L )]

T+x

m) Dltg (x* + 2)]

n) DItg V]

M) DItg*x + 1)]

o) Dlarccos (In x)]

p) Dltg (3"]
q) D[Vig x]

Calcula las derivadas de las siguientes funciones trigonomeétricas y de sus inversas:
a) Dlsen 4x] g) Dlarcsen Vx — 1]
b) D[4 sen x] h) D[sen x™
X . a
c) D[sen (I)] i) D[Vsen x]
4 .
d) D[sen(Y)] jy Dlcos (x + 1)]
e) D[sen x% k) Dlcos® (x* + 1)]
f) D[sen® x] ) Dlarctg (2x + 1)7]
Calcula las derivadas que se indican:
a) fix) = 1:2)(4 : Df(1) ¢) hi(x) = sen’3x — cos’3x; Dh(m)
b) gx) =Inlx + V4 + x?; Dg(0) d) jix) = - ;D

Dada la funcién f(x) = 2x* + 3x° + x> —ax + 5, calcula el valor de a, para que Df(1)=-3.

¥—-x-a

Haz un estudio analogo para la funcién gix) = -
+

, siendo Dg(1) =0.
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SOLUCIONES

16.

17.

Quedan:

a) D[ x°® |=6x°

d) D[3x2—x+4]:6x—1

e) D_(x2 +x)4}=(8x+4)(x2 +x)3

f) D

[ 5x }: 20
| 4+5% | (4+5x)°

h) D x2—1}:

3 -12x

_\/4X2+5]_\/(4x2+5)3

i) D

Las derivadas quedan:

SVNE)

X

c) D[ezxz—eX —2]=e2x2-4x—eX

-2X _Aa—2x
e) D e _—e
4 2

g) D ;)S}D[(XS—X%?;)SJ

_ -25x* +10x
(x5 - x? +3)6

b) D[3-2* |=3-2"In2
d) D[ZXZ- 3*1:

) D[(ezx 41

]:6*2.2x- In6
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18. Las derivadas quedan:

2X
x> +7

a) D[In (x? +7)]=

X

e
e*+2

b) D[In (eX +2)]=

¢) D[In(3-4x*)*|=D[5:In (3—4x3)]=5-;i’; =i3’)‘;
3 2 _ 1 2 _1. 6Xx _ 2X
d) D[In\/Sx +1}—D[§ In (3x +1)}_§ e
2 2X
e) D|log, (x +1)]=m
11
1-x | C2dx2dx =X
f) D|:In 1+&}D[|n(1—\/§)—|n(1+&)]_1_& N
1
1
g) D[In(In X)}:ﬁ:x-lnx

i 1 1 1 -2x 4-2x2
h) D_In(x-\/4—x2ﬂ=D{ln x+§In(4—x2)}=;+E- 4—X2:x(4—x2)
o [ 1+x 1 -1 2
|) D—Inﬁi|—D|:ln(l+X)—|n(1—X):|—1+X—1_X—1_X2

19. Las derivadas quedan:
a) D[sen 4x]=4-cos 4x

b) D[4 sen x]=4-cos X

c)D [sen (iﬂzl cos X
4 4 4

224



ooim(Z]- (s

e) D[ sen x* |=4x°- cos x*

f) D[ sen x]:D[(sen x)4}=4 -sen® x- cos X

g) D[al’c sen \,X_l]:ﬁ

—4.cos (x“‘)

5

h) D[sen x“‘]: <

, . COS X
i) D[Jsen x]:4m

j) D[ cos (x+1) |=—sen (x+1)
k) D[COS?’ (x* +1)]=— 9x° - cos® (x° +1) - sen (x° +1)

4x+2

DDlare g x4 =g e

2X

m D[t +2) |t

1
") D(tg &):2&-0052\/;

3tg® (x+1)
cos? (x+1)

i) D[ tg® (x+1) |=

-1

0) D|arc cos (In X)|=————
[ ] X -/1-In% x
3*.In3
cos?® 3"

p) D[tg(3")]=

— 1
e D[ tgx}:2coszx-1/tgx



20. Las derivadas quedan:

2x* -1 1 1 1
DIf(X)|=—F—= DIf D|=—= b) D = Dl(g(0)[==
a) D[f(x)] L 2x = D[f (1] 7 ) D[g (x)] T = D[g(0)] 2
¢) D[h(x)]=12sen3x-cos3x = D[h(m)]|=0 d) D[j (¥)]= 2X-In22 — D[j(—l)]=2|nz
(2x+1) 9

21. El estudio en cada caso queda:

o f(X)=2x"+3x*>+x*—ax+5 = D[f(X)]=8x>+9x*+2x-a = D[f(1)]=19-a=-3 = a=22

¢ 902222 5 [0l X A o pg(]-E 2

> 0 = a=-2
x+1 (x+1)
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PAGINA 295

M 22. Calcula las derivadas que se indican a continuacién:

a) DI(1 =) V1 +x] D) DI - - r D[dx“—z]

b) DIGE - 1% - 521 k) DlIn Vx(2 — )] s) Dlarctg® V]

d D[Z*-In 2] 1) D[arctg ( ;:11 )] 1 DI10Y* . In Vx - (2%

d) D[In (ﬂ)] m) Dltg? x] u) D[arcsen ;]
1—senx 1-x

e) DI Inx + x In ] n) D[n (e* - 5x%)] v) D[In(ln cos x)]

f) D[sen x - 3%] i) Dl(sen 2x)™" w) Dlsen* x* - cos® x']

2 1 1

g) D[x_z] o) DIIn (tg x)] X) D[W +1n( o )]

h) o[ /m] p) DI +1)7] y) D2 Va+Z]
1-cosx

o bl X DZx2+1 DI( x2+1—x)

! [H(VXZ"B)] o [2)‘2—1 g . VaZ+1+x

M 23. La trayectoria que sigue una motora viene dada por e(t) =— + 9 + 5, donde e viene dado en kilémetros y t en horas.
Halla la velocidad instantanea a las 4 horas (t = 4 h).
¢Al cabo de cudnto tiernpo la velocidad se anula?

M 24. Dada la funcién f(x) =

21 , calcula ).

M 25. Calcula los valores de x para los cuales DIfix)] > 0, siendo f(x) = -6 + 12.

M 26. Calcula 1) parala funcién f{x) = e,

M 27. ;En qué punto la funcién f(x) = -3x" + 7x— 2 tiene una tangente que forma un dngulo de 45° con el eje OX7?
M 28. Halla la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola 4x* — )? = 4 en el punto /5, 4).

M 29. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola x* —8x— 2y + 12 =0 en el punto de abscisa 8.
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SOLUCIONES

22. Las derivadas quedan:

a)D [(1—x)«/1+x]=—1 1+ x +21?Ljr(x =2_11i’);

b) D [ (x*~1)-5” |=2x-5”+5°-In5-2-(x*~1)

c) D[2*In2]=2"-(In 2y’

1+sen x COS X —CO0S X 2
d)D]|In = - =
1-sen X 1+senx 1-senXx COSX

2
X

e) D[len X+X In x2]=2x-ln X+—+2Inx+2=2x-InX+x+2Inx+2
X

f) D [sen x-32x]:cos X-32 +3%¢.2.In 3-sen x

2 4 3
X

4D {2“}_23* -3:In2-x* -2x-2% 2 (3xIn2-2)
X X

h) D [ /1+cos X }_ -sen x(1-cos x)-senx (l+cosx) -1
1-cos x 1-cos x
2 (1-cos x)* 1+cos x

1-cos X

) D|in| 2= 2 __ 9
x219 ]| X 2 x*+9 x(x*+9)

) D [xz"" - ~e’x]=2axza’1-a2" e*+a” - Ina-2-x*.e*-e*-x

2a 2Xx
-a

=x*.g>.e* [§+2 In a—lj
X

k) D[ln,/x(z—x)}DE In x+%|n(2_x)}: 1-x

X (2-X)
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x-1 1 X+1-x+1 1
) Djarctg = 5" —=—
x+1 X —1 (x+1) X“+1
1+ —
X+1

2 1 1 tg\/;
m)D[tg &J:Z(tg \/;).COSZ\/;'Z\/;:\/;-COSZ\/;

e* —20x3

n) D [In (e* —5x4)]= B

i) D [(sen 2x)°°sx]=2cosx (sen 2x)***. [cos 2x —(sen x)?In(sen 2x)]

1

O) x [In ‘9 X]:sen X-COS X

p) D [(x*= D™ |=7(x*~D" [ 2x°+ (x*~D)In(x*~1)]

q)D

[2x?+1] 4x (2x2-1)-4x (2x2+1)  -8x
| 2x* -1 (2x? -1) (2x* -1)°

X3 3

_ 4 _ X
43 =2 Yt -2)°

r)D(‘/ﬂ}

1 _arc tg v'x

10™.1n10

f) D[lo&-ln&-ax)ﬂ: T

In /X -(2x)® +2i-10& (2x)® +16 (2x) -10" - In /X
X

u) D {arc sen

X 1
NS } \/ { = Jz | o (1-x?) J1-2x2
1-
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—-Sen X

v) D[In(In cos x)|= cos x-In (Cos x)

w)D [sen4 x* - cos® x4]=4 sen® x*-cos x*-3x%-cos® x* =3 -cos® x* - sen x* - 4x®-sen* x°

1 1 -1 1 -2-x
x) D +In = > = = >
| 1+X 1+Xx (1+x)° 1+x (1+x)

y) D ZX‘W}ZX-M. 4y 2IN2:27 27:In2(8+3-27)
2\4+2" 24+2"

2X 1 2X 1

2D In{ x2+1—xﬂ_2 x2+1 2.4/x%+1 -2

P +14x B X +1-x ) P +14+x :\/x2+1

. Queda:

La velocidad viene dada por la expresion: v(t)=e'(t)=—3t*+18t
La velocidad instantanea en t=4 es v(4)=24 kr%

La velocidad se anula es: 0=—3t*+18t = t=0 y t=6.
Al cabo de 6 horas se anula.

. Queda:
(-D"-2-n!
(X _1)n+l

2-10!

(n) _ [
£ (x)= D

£49(x)=

. La derivada queda: D[f(x)]=3x?-12x>0 y el intervalo resultante es: X &(-,0)U(4,+ )

. Queda:
f(n)(x): (_2)n .e—2x = f(2 OOS)(X):_ 22 003 .e—2x

. El punto buscado es el punto en el que la pendiente de la recta tangente valga 1.
f'(x)=—6x+7=1 = x=1 = Elpunto es P(12).

. La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada en el punto dado.

Derivamos la funcion en implicitas: 8x—-2yy'=0 = y':4—X = m=+5
y

Por tanto, la ecuacion de la recta queda: y—4=\/§ (x—\/g) = y=\/§x—1

. El punto es P(8,6).

La pendiente de larectaes: 2x-8-2y'=0 = y'=x-4 = y'(8)=8-4 = m=4
Por tanto, la ecuacion de larectaes: y—-6=4(x-8) = y=4x-26
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PAGINA 296

ACTIVIDADES FINALES

M 30.
M 31

N 32.

H 33.

W 34

H 35.

M 36.

H37.

M 38.

M 39.

M 40.

¢En qué punto de la pardbola y = x* la tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante?

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse del dibujo en los puntos indicados.

i e

=
o
o

) =

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia de la ecuacion x* + )7 + 6x + 8y— 27 =0 en el punto de
abscisa 1.

Deruestra que la pendiente de la funcién afin f(x) = ax + b vale a.

La cantidad de agua recogida en millones de litros en cierto
pantano en el afo 2001, en funcion del tiempo en meses,
viene dada por:

fi)=— 190 conos<t<12
(t—42 +2

;En qué época aumentd la cantidad de agua recogida
(f'(t) > 0)? ;En qué momento la velocidad de crecimiento
del agua fue nula?

Dada la funcién y = 2x* + ax + b halla a y b para que tenga
una tangente de pendiente —6 en el punto (1, 4).

Halla las ecuaciones de |as rectas tangentes a la parabola
¥ =4y +4x - 12 =0 en los puntos de corte con los ejes
coordenados.

Halla el angulo que forman las rectas tangentes a las curvas 4x* + * = 8, x - y =2 en sus puntos comunes.
Calcula la derivada n-ésima de la funcién fix) =In (x- 2).
Comprueba que la funcion y = e sen bx verifica la iqualdad 2ay’ — y* =(a> + b?) - y.

La curva v =ax’ + bx + ¢ pasa por el punto P (1, 7) y es tangente en el origen de coordenadas a la bisectriz del se-
gundo cuadrante. Halla la ecuacién de la curva.
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SOLUCIONES

30. La tangente paralela a la bisectriz del segundo cuadrante tendra pendiente —1.

Por tanto: y'=2x=-1 = x=—% = El punto pedido es:(—%,%}

31. La solucién queda:

Y 2 2

R _— e La ecuacion de la elipse es: +y—:1.

- 100 36
Los puntos indicados son:

. 5 i P(53V3)  Q(5-3V3)
R(-53V3)  s(-5-3V3)

Hallamos la pendiente de todas las rectas tangentes a la elipse, que viene dada por la siguiente
expresion:
_ 36X

100y

En cada uno de estos puntos la recta tangente queda:

cEnP = y—3\/_=—§(x—5)
e ENQ = y+3\/_=§(x—5)
cEnNR = y—3\/_=§(x+5)

V3

*EnS = y+3\/_:—?(x+5)

32.El punto es P(12) 6 Q(1-10).
Hallemos la pendiente de todas las rectas tangentes a esta circunferencia:

2X+2yy'+6+8y'=0 = y'=—X+3

y+4
2 2 8
« Larecta tangente en P: y—2=—§(x—1) = y=—§x+§
2 32

. Larecta tangente en Q: y+10=§(x—1) = yzgx—?
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33. Mediante la derivada: f'(x)=a para todo valor de x = pendiente=a

34. La expresién queda:

(1)-_800-200t

(t* -8t+18)°

Resolviendo la inecuacién obtenemos la cantidad de agua recogida para te[0,4), es decir,
durante los primeros meses del afio.
La velocidad fue nula para f'(t)= 0, es decir, para t=4.

35. Por pasar por el punto (1,4) obtenemos: 4=2+a+b.
Por tener en ese punto una tangente de pendiente (—6) obtenemos: 4+a=-6.
Resolviendo el sistema obtenemos: a=-10 b=12.

36. Los puntos de corte con los ejes son: P(3,0); Q(0,6); R(0,-2).

: , , 2
Hallemos la pendiente de todas las rectas tangentes a esta parabola: y'=——

2-y
« Larectatangenteen P: y-0=1(x-3) = y=x-3

« Larecta tangente en Q: y—6=—%x = y=6—%x

o Larecta tangente en R: y+2=%x = y=%x—2

37. La solucién queda:

Los puntos comunes son: P(12) Q(-1,-2).

» Rectas tangentes en P, tienen por pendientes m,=—2 m,=-2; por tanto, el angulo que
forman es de 0°.
» Rectas tangentes en Q, tienen por pendientes m =—2 m,=-2; por tanto, el angulo que
forman es de 0°.

38. Queda:

Moy (_1)n+1 (n=1)!
Fx)= (x-2)"
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39. La demostracion queda:

Sea la funcion y =e® -senbx, derivamos e introducimos en la expresién a demostrar.
y'=ae®™.senbx+be®.cosbx = y"=a’e® -senbx+2abe® -cosbx— b?e*-senbx
Introducimos las derivadas enla expresion a demostrar :
2ay’'—y"=a’e™.senbx+b?e®™ senbx=(a’+b?)e*™ -senbx=(a’ +b?)-y

40. La solucién queda:

Por pasar por el punto P(1,7) verifica: 7=a+b+c.
Por pasar por el punto O(0,0) verifica: 0=c.
Por ser tangente alarecta y=—x = y'(0)=b=-1.
Resolviendo el sistema:
a+b+c=7 a=8
c=0 = b=-1
b=-1 c=0
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Unidad 13 — Aplicaciones de las derivadas
PAGINA 299
cuestiones iniciales

1. Estudia la monotonia y los extrernos relativos de la funcién y = hix) en
la grafica dada.

Y
DA
|/ e
N2

/2 0 .IE i

2. ;Qué dos numeros cuya suma es 20 dan producto maximo? Ayldate
de una tabla de valores.

3. Estudia el crecimiento, decrecimiento y los extremos relativos de las
funciones:

a) fiy= = b g(x) = 16x - 22
X
4. En una tienda de golosinas han estudiado que si venden el kilo de ca-
ramelos a x € los beneficios al dia seran B(x) = -12,5x* + 150x — 250.

¢A partir de que precio obtiene ganancias? ;A qué precio obtiene be-
neficio maximo? ;Cuanto vale este?

SOLUCIONES

1. Lasolucién queda:

e 4 £ La funcién h(x) es estrictamente creciente en el intervalo
; (—0,—2)u(0,2) y estrictamente decreciente en el intervalo
l (VAN Ry hix) (-2,0)U(2,+®).

Ademads tiene dos maximos relativos en los puntos (—2,5) y

(2,5), y un minimo relativo en el punto (0,2).

2. Dos numeros cualquiera que sumen 20 son (x) y (20—-Xx).

Su producto es: P =(20-x)x=20x-x? es una funciéon cuadrética cuya gréafica es una parabola
con un méaximo relativo en su vértice (10, 100).
Es decir, los nimeros pedidos son 10 y 10.
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3. El estudio queda del siguiente modo:

a)Es una funcion de proporcionalidad inversa. Su grafica es una hipérbola estrictamente
decreciente en todo su dominio, es decir, en R—{O} y carece de extremos relativos.

b)Es una funcién cuadratica. Su gréfica es una parabola con un maximo relativo en su vértice
(4, 32); estrictamente creciente en el intervalo (—oo,4) y estrictamente decreciente en el

intervalo (4,+ ).
4. La solucién queda:
Sea la ecuacién: —12,5x*+150x-250=0 = x=2 y x=10.
Por tanto obtiene ganancias a partir de 2 euros el kilo de caramelos.

El beneficio maximo lo obtiene en el vértice para x=6 euros el kilo, y este beneficio asciende a
200 euros diarios.
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PA

GINA 313

ACTIVIDADES

M Para que cojas soltura en esta técnica de organizacion, resuelve los siguientes problemas:

1.

Fonoteca. La empleada de la fonateca no ha parado de trabajar en toda la semana. El lunes recibié varios discos y rmar-
6 algunos de ellos. El martes recibié tantos disces nueves como no habla marcado el lunes, y rmarcd 12. El miércoles re-
cibid 14 mas gue el lunes, y marcé doble ntmero que el lunes. El jueves recibid el doble de los discos que

habia marcado el miércoles, y marcod 10. El viernes recibié 4 discos y marcéd 14 menos de los que ha-

bia recibido el miércoles. El sdbado marcd los 20 discos que le quedaban. ¢ Cuantos discos recibid

el lunes?

2. Camidn y tractor. Un camion tarda en adelantar a un tractor, una vez que lo alcanza, el do-

ble de lo que tardan ambos en cruzarse cuando circulan en direcciones opuestas. ; Qué re-
lacién existe entre las velocidades de ambos?

3. Relojes de arena. Disponemnos de dos relojes de arena: el uno mide cuatro minutos y el otro

nueve minutos. Se trata de conseguir medir intervalos de uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, sie-
te, ocho, nueve y diez minutos. Describe, razonadarnente, los procedimientos a utilizar.

4. Triangulos. La figura adjunta muestra la estrella pitagérica inscrita en un pentagono regular.

i Cuantos tridangulos pueden verse en esta figura?

SOLUCIONES

1.

Vamos a organizar los datos en una tabla:

Recibe Marca . .
Los discos que recibe menos los que marca
Lunes X M son los 20 discos que le quedaron para el
sabado:
Martes X-M 12 X+ X ~M+ X +14+4M + 4
Miercoles X+14 2M (M+12+2M +10+ X)=20 =
Jueves 4M 10 = 3X+3M+18-3M-X -22=20
Viernes 4 X+14-14 2X =24 = discos recibio el lunes.
Séabado 20

Sea v la velocidad del camién y w la velocidad del tractor.

La expresién queda: v+w=2(v-w) =

Es decir, la velocidad del camién es el triple que la velocidad del tractor.
Llamamos R, al reloj que mide 4 minutos y Rg al que mide 9 minutos.

« Para medir 1 minuto: ponemos ambos relojes. Cuando pasan 4 minutos, damos la vuelta a R,
y al pasar otros 4 minutos, lo que queda de Ry es 1 minuto.

o Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por el procedimiento anterior. A la vez que

logramos 1 minuto, el reloj R4 lo ponemos y quedan en él 3 minutos. En este momento ponemos
a funcionar R y al terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R, y al terminar
éste Ultimo, quedan en el anterior 2 minutos.

« Para medir 3 minutos: esta explicado en el procedimiento anterior.
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o Para medir 4 minutos: con el reloj R,.
« Para medir 5 minutos: ponemos R, y Rg; al terminar R4, quedan en Rg 5 minutos.
« Para medir 6 minutos: esta situacion se explica en el procedimiento para medir 2 minutos.

« Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2
minutos los tenemos en Ry. Ponemos a funcionar R, y al pasar 2 minutos en Rg quedan otros 2
minutos en R4. Ponemos a funcionar Rg vy, al pasar los dos minutos de R, quedaran 7 minutos
en Rq.

« Para medir 8 minutos: ponemos dos veces R;.
o Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Rg.

« Para medir 10 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Rg por los procedimientos ya
vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R, obteniendo asi
los 10 minutos.

en esta figura podemos encontrar los siguientes tipos de triangulos:

En cada figura podemos encontrar
5 tridngulos iguales al rayado en la
misma; por tanto, en total hay
5x 6=30 tridngulos.
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PAGINA 316

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

. La produccién de tomates en un invernadero depende de la temperatura que hay

. Determina los maxirnos y minimos de cada una de las siguientes funciones:

1. Encuentra los valores de x que hacen ciertas las desigualdades en cada uno de los siguientes apartados:

a) fl)=x—6x% DX >0 b) g(x):x—s;; gx <0 A hlx)=x-e% h'()>0

. Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de cada una de las siguientes funciones:

a) flx)=x"—5x +4 c) h(x):% e) jix)=Inx
s q e _ 2+
b) gl =—x* +6x*—9x +5 d) i(x) = = ) kix) = o

. Una compania de autobuses abserva que sus ingresos dependen del precio del billete segtn la funcién:

I{p) = 18p — 3p?

siendo p el precio del billete en euros. ;Para qué valores de p los ingresos aumentan?

. En una empresa se ha hecho un estudio sobre el rendimiento, en tanto por ciento, de los trabajadores en funcion del

tiempo a lo largo de un dia cualquiera, y se ha obtenido la funcién:

f(f) = 3200t - 400t", D<t<8

con t en horas. ;En qué periodo de tiermpo el rendimiento aumenta? ;En qué periodo de tiempo disminuye?

en el mismo, mediante la expresién:
Plx) = —x* + 48x* — 720x

con P(x) enkgy xen grados centigrados. ;Entre qué valores hay que mantener la
temnperatura del invernadero para que la produccién aumente?

a) y=2x* +8x-3 d) y=1-24x + 6x* + 8¢ - 3x* g) v=In{*+1)

b) y=4-3x e) y=x-6x"+ 9 +1 h) y=x* - e"
2.
x4+

O y=3x-9"+2 f)y= i)y=

X+ 1

. Calcula el valor de K para el cual la funcién f(x) = x* + Kx* — 3x tiene un minimo relativo en x = 3.

. Dada la funcién f(x) = ax —x* + b, halla a y b para que esta funcién tenga un maximo relativo en el punto (2, 7).

. Halla dos nGimeros cuya suma sea 6 unidades y el producto de uno de ellos por el cuadrado del otro sea maximo.
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SOLUCIONES

1. La solucién queda:
a) D[f(x)]=3x*-12x = 3x*-12x>0 = (—,0)U(4+x).

D) D[g()]-- = --3<0 = (0.+x)

c) D[h(x)]=e"+xe* = e*+xe*>0 = (-1+x)

2. Los intervalos quedan:
, . 5 : 5
a) f'(x)=2x-5 es creciente en(5,+ooj y decrecienteen (—oo,zj.
b) g'(x)=—3x*+12x—9 es creciente en(13) y decrecienteen (—w,1)U(3,+ ).
, 2 :
¢) h'(x)=——; es decrecienteen R—{0}.
X

2
d)i'(x)= 1- XZ >~ es creciente en(-11) y decrecienteen (—oo,—1)U(1,+ ).

(1+x )

e) | '(x)=1 es creciente ensu dominio(0,+ oo).
X

f) k'(x):% es creciente en(-o«,—1)U(-10) y decrecienteen (0,1)U(L+ ).
x°-1

3. Los ingresos aumentan para los valores de p que verifiquen I'(p)>0.
Es decir: I'(p)=18-6p>0 = pe(0,3).

4. Elrendimiento aumenta para los valores de t que hacen f'(t)>0 y disminuye para los valores de
t que hacen f'(t)<0.

f'(t)>0 = te(0,4)

La derivada queda: f'(t)=3200-800t
q ® j{f‘(t)<0 = te(4.8)

5. La produccién aumenta para todos los valores de x que verifiqguen P '(x)>0.
Queda: P'(x)=—3x*+96x-720 = P'(x)>0 Vx&(12,20).
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6. Queda en cada caso:

a)Minimo en el punto (-2,—11).
b)Carece de maximos y minimos relativos.
c)Méaximo en (0,2) y minimo en (2,-10).
d)Minimo relativo en (1 -12) y maximos relativos en los puntos (-1,20) y (2,-7).
e)Maximo relativo en (1,5) y minimo relativo en (3,1).
f) Méximo relativo en (0,2).
g)Minimo relativo en (0,0).
4

h)Minimo relativo en (0,0) y maximo relativo en [—2 2).
e

i) Minimo relativo en (0,0) y maximo relativo en (-2,—4).

7. Lafuncion debe verificar que f'(3)=0 y f"(3)>0.
Por tanto:
f'(xX)=3x*+2Kx-3 = '(3)=24+6K=0 = K=-4
f"(x)=6x+2K=6x-8 = f"(3)>0

Por tanto, el valor buscado es K=-4.

8. La funcidn tiene un maximo relativo en (2,7) si verifica:

f(2)=7 2a—4+b=7 b
= =
f'(2)=0 a-4=0

Il
AW

9. Los nimeros son (X) y (6—X).
El producto queda: P =(6-x)-x*>=6x>-x°.
Este producto es maximo para x=4. Los niumeros buscados son 4y 2.
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PAGINA 317

H 10

iz

| RER

N 14

M 15.

H 16.

7.

M 18.

M 19.

Una empresa estima que los ingresos y gastos anuales (en euros) que genera la fabricacién de x unidades de un pro-
ducto vienen dados por:

Ingrasos: I{x) = 2x* + 360x Gastos: G(x) = 4x* + 120x + 70

a) Encuentra la funcién que dé el beneficio de la ernpresa.
b) ;Cuantas unidades debe fabricar para que el beneficio sea maximo?

¢) ¢A cuantos euros asciende este beneficio maximo?

. Se desea construir el marco para una puerta rectangular que tenga 2,5 m* de luz. Se sabe que el coste del marco es de

3 euros por cada metro de alto y 2 euros por cada metro de ancho. Halla las dimensiones de la puerta de marco lo mas
economico posible.

De todas las fincas rectangulares de 1 600 m? de &rea, ¢cuél es la mas barata de cercar?

El ayuntamiento de un pueblo dispone de 1 440 metros de valla para cercar tres pistas rectangulares, unidas por el lado
mayor y consecutivas, para dedicarlas a entrenamientos de atletismo. Halla las dimensiones de estas que hacen gue su
area sea maxima.

El valor en millones de euros de una empresa en funcion del tiempo (en anos) que lleva funcionando, viene dado por:

fid=9-(t-2)* con 0<t<6

(En qué momento alcanzd su valor méaximo?

¢Qué dimensiones debe tener una botella cilindrica de 1 litro
de capacidad para que se utilice en su construccion la menor
cantidad de material posible?

Halla el volumen méximo de todos los cilindros inscritos en
una esfera de 40 crn de radio.

La surna de todas las aristas de un prisma recto de base cua-
drada es 48 cm. Halla las dimensiones para que el volumen
sea maximo. ;Qué valor alcanza este volurnen maéxirmo?

Halla las dimensiones del rectangulo de mayor area que po-
demos cercar con una cuerda de 24 cm.

Una emnpresa maderera arroja diariarnente material segun la
funcién:

p(t) =0,01t* —0,2* + t + 1
siendo p la cantidad de material en kilogramosy t la hora del dia con 8 =t = 20.

(En qué momento del dia aumenta la cantidad de material que arroja? ¢en cudl disminuye? Halla la cantidad méxi-
ma de material que arroja y a qué hora se produce eso.
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SOLUCIONES

10. La solucién queda:

a) Funcién Beneficio B(x)=1(x)-G(x)
= B(x)=(2x%+360x)—(4x* +120x + 70)=— 2x* + 240x - 70

b) B'(X)=—4x+240=0 = x=60
B"(60)<0 = Elbeneficio es maximo al vender 60 unidades del producto.

c) Parax=60 = B(60)=7130 euros.
Elbeneficio maximo es de 7130 euros.
11. Llamamos x a la anchura de la puerta e y a la altura.
Obtenemos de las condiciones del enunciado que: x:y=25 = vy =£.
X
N . 15+4x?
Hemos de minimizar el coste del marco, que viene dado por: C=6y +4x=———.

. . , 4x* -15
Derivando e igualando a cero: C'(X)=———=0 = x=%194
X

Como: C"(1,94)>0 = El coste es minimo para: x=1,94m; y=129m.
12. Llamando x e y a los lados de la finca rectangular obtenemos:

X-y=1600 = y=@ = Perl’metro:2x+2y=2x+2-@
X X

Y este perimetro es de longitud minima para x=40m e y=40m.
Por tanto, la méas barata de cercar es un cuadrado de 40 m de lado.

13. La solucién queda:

Observando el dibujo tenemos:

N 4x +6y =1400 = y:—7203_ 2X

Area=3-x-yzfs-x-[@)znw—m2

El area es maxima para x=180m e y=120m.

14. La empresa alcanza el valor maximo en f'(t)=0 y f "(t)<0, es decir, para t=2 afios.
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15.

16.

17.

18.

19.

La solucién queda:

. - 1
Llamamos r al radio de la base y h a la altura del cilindro. Ocurre: nr?-h=1 = h=—
nr

2nr

nr?

Cantidad de material =2nr h+2nr?=

2
+2nr?==4+2nr?
r

Esta cantidad es minima para:
/ 1 4 . . .
r=3 2— dm; h =§de, es decir, las dimensiones son r=0,54dm y h=1,08dm.
T T

La solucién queda:

Llamamos r al radio de la base y h a la altura del cilindro. Segun las condiciones del enunciado
ocurre que:

_h?
h? +(2r)2 =(80)° = rzzw
Operando:
_h?2
VoI:nr2'h:nh'%=%(6400h—h3) = V'(h)=%(6400—3h2)=0 = h=%46,2cm

V" (46,42)<0 = Elvolumenesmaximopara: h=46,2cm; r=32,7cm.

Llamando x a la arista basica e y a la arista lateral se debe verificar:

8x+4y=48 = 2x+y=12 = y=12-2x

Volumen=x?-y =x*-(12-2x)=12x*>-2x>; es maximo para x=4cme y=4cm.Es decir, el
prisma de volumen méaximo es un cubo de 4 cm de lado.

Llamando x e y a los lados del rectdngulo se debe verificar: 2x+2y =24 = x+y=12.
Area=x-y =x-(12-x)=12x — x> debe ser maximo.

El &rea es méxima para x=6cm e y=6cm.

Por tanto, el rectangulo es un cuadrado de 6 cm de lado.

La cantidad de material aumenta cuando la funciéon es creciente y disminuye cuando es
decreciente.

Esta funcion es creciente (—;3,3)U(10,+ ), y decreciente en (3,3;10 ); por tanto, la cantidad
de material aumenta para te(10,20) y disminuye para t<(8,10).

El maximo de esta funcién esta en (3,3;2,48), luego la cantidad maxima de material esta en
t=3,3 y arroja 2,48 kg, pero esta hora se sale del intervalo fijado.
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PAGINA 318

ACTIVIDADES FINALES

N 20.

H21.

N 22.

N 23.

M 24.

M 25.

M 26.

W 27.

Estudia la concavidad de las siguientes funciones:

a) y=x*-8x"-2 Qy=2-3x"-x* e) y=In(x-1)

b) y=4-x2 d)y=2 f) y=26c= 1y
X

Halla los puntos de inflexién de cada una de las siguientes funciones:

a) y=8x*—x*-2 b) v=3(x +2) Q) y=x"-15x*—1

Halla a, b, ¢ para que la funcién y = ax® + x* + bx + ¢ tenga un maximo relativo en (0, 3) y un punto de inflexién en
x=1.

La funcién f(x) =x® + px + g tiene un minimo que vale 3 para x = 2. Halla sus maximos y minimos, si es que los tiene,
y su punto de inflexién.

Halla el valor de m para el cual la funcién y = x* + mx* + 2 tiene un punto de inflexion en x = 1.

Representa graficamente la funcién que se ajuste a cada una de las siguientes condiciones:

a) Dom f=R; Minimos relativos (-1, -4), (1, -4); Maximo relativo (0, =3); Cortes con el eje OX en (—\/§, 0)y
(\/5, 0), simétrica respecto a OY.

b) Dom g =R —{+1, -1}, Maximo relativo (0, —1); Asintotas verticales x = 1, x = —1; asintota horizontal y = 0;
lim glx) =—ee; lim_ glx) =—e; [im glx) =eo
x—1 x—=—1* x——1

c) Dom f=R-{0}; Asintotaslas rectas de ecuaciones x=0; y=x; Maximo relativo (=1, =2}y minimao relativo (1, 2);
Simétrica respecto al origen de coordenadas y no posee puntos de corte con los gjes.

Representa graficamente cada una de las siguientes funciones:

a) fix)=x-3x¥-3 f) m(x):%
2

b) Q(X)=3X2—2X3 g) P(X)=m
; 4—x

) h() =3+ 4 + 12 + 1 h) ilx) = |
g : X +4

d) kix) = g i) vix) = o
&) iy = X2 D wiy =
X+2 -

Se ha comprobado que la evolucion, desde el afio 1980 (t = 0) del nurmero de ejemplares del lince ibérico sigue la ley:

t+2 : . _
e con N = miles de ejemplaresy t = anos
+

¢Como va evolucionando el lince ibérico? ;Se puede considerar especie en peligro de extincion?
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SOLUCIONES

20. En cada uno de los casos queda:

. . . 2 2
Coéncava hacia las y negativas en | -—,— |.
V3

J3
Céncava hacia las y positivas en (—oo —iju[i + oo]

a)Concava hacia las y negativas en todo R.

Codncava hacia las y negativas en (—1,+ ).
Céncava hacia las y positivas en (—oo,—1).

Codncava hacia las y negativas en (—x,0).
Concava hacia las y positivas en (0,+ ).

b)Coéncava hacia las y negativas en R—{1}.

Concava hacia las y negativas en (—«,1).
Cdncava hacia las y positivas en (1, + ).

21. Quedan del siguiente modo:

a) y'=16x-4x® = y"=16-12x* = x=i£.

V3

Esta funcion tiene los dos siguientes puntos de inflexion: [%%} y (_i QJ
b) Esta funcion tiene un punto de inflexion en: (-2,0).
c¢) Esta funcion tiene dos puntos de inflexion en: (L-15) y (-1,-15).
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22. La funcién debe verificar:

3=cC c=3 1
b=0 = b=0 ; = La funcién queda: y=—§x3+x2+3.
6a+2=0 1
a=-=
3

Esta funcién presenta un maximo relativo en (2%) un minimo relativo en (0,3) y un punto de
inflexién en (1%)

Por tanto, no tiene un maximo en (0,3), sino un minimo.

No existe ningun valor de a, b, ¢ que verifique las condiciones del enunciado.

23. La funcioén debe verificar:

3=8+2p+q - p=-12
12+p=0 g=19

} = La funcion queda: f(x)=x%-12x+19.
Esta funcion presenta un maximo en (—2,35), un minimo en (2,3). Ademas tiene un punto de
inflexion en (0,19).

"(x)=0 e y"(x)=0; 12+2m=0 = m=-6.

24. La funcién debe cumplir y por tanto,

La funcion y =x* —6x* + 2 tiene un punto de inflexién en (L-3) y otro en (-1,-3).

25. Las representaciones quedan:

Y
a) b) c)
1 Y 1
| |
| |
Y“ i i 2 o
v = fix) ! ! 1 vt
i i v=g0 P
-V3| -1 1 V3 X 3 T X
- g -1 1 :
10 . X — ; X PERE
| -1 | 1 l !
| | | | I
| 2 L T
| | | |
| . | I I
TS | |
(R | |
-4 | I
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26. Cada una de las gréficas quedan:

a)f(x)=x®-3x*-3

%

v=fix)

b) g(x)=3x*-2x>

vk

v=glx

=+ -

c) h(x)=—3x"+4x>+12x* +1

¥4 (2,33
v =hx) *

=1, &l
-

Dominio =R.
No presenta cortes con OX enteros.
Corte con OY en (0,-3).

No tiene simetrias. No tiene asintotas.
Tiene méximo en (0,—3) y minimo en (2,-7).

Dominio =R.
Corte en (0,0) @oj :

Tiene maximo en (1,1) y minimo en (0,0).

Dominio =R.

Corte con ejes en (0,1).
Méaximo en (2,33) y (-1,6).
Minimo en (0,1).
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4 k(x)=——

Dominio =R —{-3,3}.
Corte con ejes en (0,-1).

: > Simétrica respecto OY.
! Asintotas verticales: x=3; x=-3.
1

Asintota horizontal: y =0.

o Dominio =R —{-2}.
Cortes en (0,-1) (2,0).
Asintota vertical: x=-2.
4 z X Asintota horizontal: y =1.

g g e

X

f) m(x)= 1

v=mix) i

i Dominio =R —{1}.

“: Corte con ejes en (0,0).
1o Asintota vertical: x=1.
- i

|

|

Asintota oblicua: y=x+1.
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g) p(X)=

8

X*+4
YJ
v=p(x
. 4-x
h)i(x)=—;
X -1
| i
i |
| 1
-1 } 1 X
P
i |
2
. X +4
) v(x)=
X+1
v=uix) 4
[8]
1 X

Dominio =R.
Corte con ejes en (0,2).

Simétrica respecto a OY.
Asintota horizontal: y =0.

Méaximo relativo en (0,2).

Dominio =R —{-1,1}.
Cortes en (0,—4) (4,0).

Asintotas verticales: x=1;x=-1.

Asintota horizontal: y =0.
Maximo en (0,2;—3,96) .
Minimo en (7,8;-0,06).

Dominio =R —{-1.
Cortes en (0,4).

Asintota vertical: x=-1.
Asintota oblicua: y=x-1.

Maximo en (—3,—%)y minimo en (:L 2;%).
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) wx)=2

v =wl)

2_4

b N (miles)

Dominio =R —{-2,2}.
Cortes en (0,0).
Simétrica respecto al origen.

Asintota vertical: x=-2;x=2.

Asintota oblicua: y =x.
Méximo en (-3,5;,-5,2).
Minimo en (3,5;5,2).

En el dibujo estd representada
graficamente la funcién dada.

Sélo consideramos la parte positiva
de la grafica (desde t=0), pues el

resto no tiene sentido en el contexto.
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Unidad 14 — Introduccion a las integrales y sus
aplicaciones

PAGINA 321

cuestiones iniciales

1. Unafuncién F es primitiva de otra f siempre y cuando la derivada de
F sea f, es decir, F =f. Encuentra dos primitivas de cada una de las
siguientes funciones:

a) () = 4x O £(0) = cos x ) )= =
b) flx) =3x* d) fix) =¢e"

2. Calcula el rea del recinto limitado por la recta vy =2x + 4, el eje OXy
las rectas x=-1y x=3.

3. Calcula el drea de los recintos planos A,, A, y Az

SOLUCIONES

1. Las primitivas quedan:
a) Primitivas de f(x)=4x son: F(x)=2x*+3; G(x)=2x?
b) Primitivas de f(x)=3x? son: F(x)=x*-5; G(x):x3+\/§
¢) Primitivas de f(x)=cosx son: F(x)=senx; G(x)=senx+1

d) Primitivas de f(x)=e” son: F(x)=e*+3;G(x)=e* -7

e) Primitivas de f(x):E son: F(x)=5In|x|-2; G(x)=5In|x|
X

2. Lasolucién queda:
En el diagrama cartesiano esta representado el recinto
cuya area queremos hallar.
El &rea vale:
A=20+2 4 oay
3. Queda en cada caso:
7 2 2 A 1 2 A 2+3 2
Area(A))=2"-1=3u Area(Az):E-Z-Z:ZU Area(Aa):T-Z:SU
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PAGINA 335

ACTIVIDADES

B Intenta buscar analogias en tu archivo, y resuelve los siguientes problemas:

1. Juego al quince. Nueve tarjetas numeradas del 1 al 9 se colacan sobre la mesa. Es un juego para dos jugadores y gana
el primero que consiga sumar 15, tomando alternativarmente una tarjeta cada uno. Intenta elaborar dos estrategias que
puedan conducir a la victoria: una para usarla si eres ti el primero en comenzar el juego, y otra para si te toca en se-
gundao lugar.

2. Las gemas de la familia. Un antiguo problema indio cuenta de qué manera, al morir un rico nabab, sus hijos se repar-
tieron la herencia, consistente en un cierto nimero de gemas iguales. El hijo mayor tomé una piedra mas una séptima
parte del resto; el sequndo, 2 piedras mas un séptimo del resto; y asi sucesivamente. Al terminar el reparto, todos los hi-
jos habian recibido el mismo nimero de gemas. ¢ Cuantos hijos y gemas tenia el nabab?

3. Lanula y triangulo. ;Existe alguna relacion entre el area de la lunula y la del trian-
qulo de la figura adjunta?

4. La cadena del estudiante. Un estudiante, a mediados de mes, se ha quedadao sin
dinero y no puede pagar la pension de los Gltimos quince dfas. Dispone de una ca-
dena de oro de 15 c¢m de longitud, y llega al acuerdo con la patrona de que le pa-
gard la pension entregandole 1 cm de cadena cada dia. El estudiante piensa en la
forma de cumplir con el acuerdo al que ha llegado, y que la cadena no pierde valor
al cortarla en muchos trozos. Por esto, decidié cortar la cadena en sélo 4 trozos.
;Como consiguid pagar a la patrona?

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

27 6 La estrategia consiste en establecer una analogia con el
cuadro magico 3 x 3 que contiene los nueve primeros
9i5:i1 numeros naturales 1 ... 9y la constante magica 15.

Hay que utilizarlo como si se jugase a las tres en raya.

2. En total el nabab tenia 36 gemas y 6 hijos.
Al mayor le da: 1+§=69emas. Quedan 30.
. 28
Al 2.° e da: 2+7=69emas. Quedan 24.
21
Al 3.° le da: 3+7=6 gemas. Quedan 18.
14

Al 4.°le da: 4+7=Ggemas. Quedan 12.

Al 5.°le da: 5+;=69emas. Quedan 6.

Al 6.° le da: 6 gemas.
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3. La solucioén queda:

) . r?
Area trlangulo:?;

< . 1. - "
Area IunuIa:EAreasemlmrcqu—Area (x);

2 r2

2

2
r\/ij (nr2 rz)_ nr? qmr? r? r?

> - -

] 1. . , .
Area (x) =ZArea circulo—Area triangulo=

Area Iunulazl-n- -
2 4 2

4 4 2 2

Ambas areas son iguales.

4. Cort6 la cadena en 4 trozos de 1, 2, 4 y 8 cm cada uno.

El primer dia le dio 1 cm.

El segundo dia le dio el trozo de 2 cm y le devolvio la patrona el de 1 cm.

El tercer dia le dio el trozo de 1 cm, luego la patrona tiene 1 cmy 2 cm.

El cuarto dia le dio el trozo de 4 cm y la patrona le devolvié los dos trozos que tenia.
Asi sucesivamente.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Halla tres primitivas de cada una de las siguientes funciones:

a) fil)=2x b) f(x) = 4x® - o) fylx)=2sen 2x d) f,lx)=e*
B 2 Halla la primitiva de la funcién f(x) = ﬁ que valga 3 para x = 0.
M 3. Encuentra una funcién y = f(x) cuya derivada sea f'(x) = 3x* y pase por el punto (2, 10).
B 4. Demuestra que la funcion Fx) = 2x* - In x —x* + sen (%) es una primitiva de f(x) = 4x In x.

B 5. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son potenciales:

1

3x .
a) jsfdx e) EWO’X i) 57(2“1)2 dx
b) E% dx ) Exs(xz—‘l)dx ) Esenx-cosxdx
o) E\B/F dx a) E(SX—.?)'ZO'X k) X gy
J J J cos?x
X7 : nx
d) | — dx h) |(6x —5)" dx ) | — dx
Jox J Jox
B 6. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primnitivas son exponenciales:
2 e|n1
a) E32xd)( ) Ecl“ *xdx e) E S dx
e
b) Ee“”-cosxdx d) E\/?dx f) E dx
B 7. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones prirnitivas son logarftricas:
o E E 3x+6 8 E e*
J3x+5 J X2 +4x+5 J 2e-3
22 1
b Et d d E d f E—
)lgxx )L 3_7 & )L)((In)c')2
B 8. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son trigonormétricas:
a) Esen (3x+ 1) dx c) E[1 + tg* ()] - & dx a) Eseczxdx
b) EZX cos (3x%) d) E 2 f) EM "
J J cos? x2 b
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SOLUCIONES

1. Las primitivas quedan:

a) Primitivas de f(x)=2x son: F(x)=x*; G(x)=x*+3; H(X)=x*-5
b) Primitivas de f,(x)=4x%-5 son: F(x)=x*-5x; G(x)=x*-5x~-7; H(X)=x" -5x+2
c) Primitivas de f,(x)=2sen2x son: F(x)=-cos2x; G(x)=-cos2x+3; H(x)=5-cos2x
d) Primitivas de f,(x)=e?* son: F(x)=%e2x; G(x):%ezx+7; H(x):%e“—ﬁ
2. La solucion queda:

Las primitivas de f(x)=i son: F(x):jidx=ln|x+1I+C
X+1 X+1

La primitiva que vale 3 para x=0 es: F(0)=3 = In1+C=3 = C=3, es decir, F(x)=In |x+1/+3

3. Las funciones cuya derivada es 3x*son de la forma: f(x)=x%+C
La que pasa por (2, 10) verifica: f(2)=8+C = C=2

Por tanto, la funcion buscada es: f(x)=x>+2

4. Basta con demostrar que F'(x)=f(x):

2

F‘(x)=4x|nx+2x —2x=4xInx =f(x)
X

5. Las integrales quedan:

5x®

a)j5x7dx= 8 +C

b)j%dx=f2x‘6dx=5 o

X5

7
4 3 3,7
c)H x* dx=jx§dx=§+C=3 7X +C
3

4x
129x"

7

X2
d)j?dx:jx‘sdx: —+C

+C

e) _f%dx:jij dx =

8 X6

f) Ixs(xz—l)dx=J(x7—x5)dx=%—?+c
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0) [ (5x~3)"* dx _5x=97 ¢

65
6x —5)*
h) | (6x—5)% dx =(—+C
) [(6x-5) ”
. 1 1
) | ———dx=|(2x+)?dx=—————+C
) -[(2x+1)2 I( ) 2 (2x+1)
2
i) J'sen x-cosxdx:wwtc
2
K | tgx ax=19X)" ¢
cos® x 2
2
) J-Inde:(Inx) “C
X 2
Las integrales quedan:
2x
a)J.f:’»zxdx=£_|.3zx-2dx=1-3 +C
2 2 In3
b) Jese”-cosxdx=ese“+c
x2+1
c) I4X2”'xdx=ij4xz”-2xdx=l 4 .c
2 2 In4
22
d 2" dx= 22 dx=2 22 —dx 2.—+C
) [V2" ax] I 7
Inx
e)Je dx=e"™ +C
X
2 = 2
dx=2 | 2% dx=2- +C
R e =
Las integrales quedan:
2
a)J‘ x:—j ==1In[3x+5/+C
3X+5 373x+5 3
b) [tg x dx :—In|cos x|+C
)J~ 3X+6 3 J 2X+4
x? +4x+5 x> +4x+5
= :—In‘3x3—7‘+C
9
e)j e dx:lln‘ZeX—3‘+C
2e*-3
1

f) jx(l—dx [anx)y —dx:m+C

EIn‘x2+4x+5‘+C
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8. Las integrales quedan:

a) jsen (3x+1) dx:% jsen (3x+1)-3 dx:—% cos (3x+1)+C

sen (3x?)

mjzxcos@xﬁdx=%jcmusﬁy6xdx= +C

c) .[(1+ tg’ e*)-e* dx=tge* +C

3 2
X=—1tg(x°)+C
> g(x%)+

)'[COS x? J~CO 2 x?

e) _[sec x dx=tgx+C

f)jsfkg;dx=2jsenJ§-

dx=—2cos\/;+C

21
2Jx
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PAGINA 339

B 9. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son inversas de las funciones trigonométricas:

H 10

W12

a E dx ) Ei
J 9 +x2 J 16 +9x*
7 8
b 57 dx d) | ———= dx
). 1-25x2 ). Va-9x?
Calcula las siguientes integrales indefinidas:
2% 4x? -8
——d E dx
)S(?x2+3) " 9| e 6x
2 _
by Ecos34x-sen Ax dx h) EX x\& dx
c) (——2\/)_(+— —?)dx i Eem”-senxdx
—5x
) dx
S X ! VT —x4
e) E\/xi + 1 - 5xdx k) E3e“‘ dx
3 e+ 1
f E d [ E d
).V1—3* X ).e‘+x «
Calcula las siguientes integrales definidas
1 1
a)i{xz+2x)dx f) Eexdx
Yo Yo
2 4
o | 9 >~
Jrox+1 Jz x2+ 1
£ 1 a
o | — dx h) E X—2dx
J2 X2 J2
4 3
d) E(f—x’+3x—2)dx i) E (x=1)"dx
J3 1
2 3 1
e) E xe dx i E e dx
| o

Calcula el area en cada uno de los siguientes casos:

a) Recinto limitado por la funcién f(x) = 4 4 y el eje de abscisas.

)E 3%+ 1
J xt+ 16

o

) E3X (x® + 5)%dx

fi) E(EX—S) V- 2x + 3 dx

E

sen x
3-2cosx

_X+2

\/1—4;(2

_senx
4+ cosix

b) Recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) = 17 eleje OX ylasrectas x =1 y x =e.

¢) Recinto limitado por la grafica de la funcién f{x) = e ol eje de abscisas, el eje de ordenadas y la recta x = 2.
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SOLUCIONES

9. Las integrales quedan:

3 3 X
a) J~9+x2 dx = 7 dx=§arc tg(§j+c
1+( j

bjm j\/i

6X
— 2
C) I3—XdX:i %dxzii %dx:éarc tg 3% +C
16+9x* 16 3x2 16 6 352 8 4
1+ — 1+ T

3
2 8 3x
d) 2 =—arc sen (—j-ﬁ-c
e ® f T
2

e) Il+ezx dx=arctge*+C

2 X= 2
x> +7 7 3 [3)(}
1+| ==

N7

f)j_?’d 37 id J7 [3xj+c

= X=——arctg| —=
7 g J7

10. Las integrales quedan:
8) [=2_ dx=2In|7x* +3]+C
7X°+3 7

b) jcosg 4x-sen 4x dx =_[(cos 4x)* -sen 4x dx =—% I(cos 4x)* (-4 sen 4x) dx = 1

1
c)j i—2%/;+§—7 dx:f 32 -2x% 427 dx— -3 3\/7 x|-7x+C
x? X X

1
X gy
)IX - _f dx=In|In x|+C

1 2 3
e) j x?+1-5x dx=§j(x2 +1)2-2x dx = 2N “(X2+1)+C

1 _ _ X
[a-397-(-3-In3) dx=2|— V133+c
n

3" ~
n | N dx

—(cos 4x)*

+C
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g)J'4X - .[3;(2—6 dx =

—6X
h) j

ﬂIn‘x:“—6x‘+C

dx J.(x X 2)dx—?—2\/_+C

i) Jews" -sen x dx =—J'eCOSX ‘(-senx)dx = —-e“**+C

J)J‘ -5x :_EJ‘ 2X
14 2 /l_(xz)z

k) [3e™ dx=-3e+C

dx=—g arc sen (x?)+C

D[S dx=in
e* +x
3x+1 3 2X 1 3 1 X
m)[ ———=dx == dx==In|x*+16|+=arctg| = [+C
)I 2416 2-[x2+16 fx2+16 2 ‘ ‘ 4 9(4)
2 3 2 3
n)I3x-(x2+5)2dx=g(X +5) +C=(X +5) +C

i) J'(5x—5)\/x2—2x+3 dx:%j(x2—2x+3);-(2x—2) dx =

5(x* -2x+3)*

3

)I senx 1In|3—2cosx|+C
3- 2cosx
X+2
dx=| x-(1-4x 2dx+
P [ g bt o [
1
J sen x 1 —=—sen x
4 +cos? x - COS X 2
1+[ > j

11. Las integrales quedan:

3 1
a) .[Ol(xz +2X) dx=[%+x2} :%

b) lex%l dx=[In|x+1], =In @J

d)j (x®—x*+3x - 2)dx{74——+—_

[

) I:ex dx=[e"}z —e-1

[ mdx{_wxs— 2}

+C

+arc sen (2x)+C

16

3
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x-1°] 32 o o [e] et
i) f(x 1)° dx{ 5 l — )i foe dx_{ 3}_

3 3
k)j —dx [ } =2 1) IO sen 2x dx:{—COS zx}n =
m)f0 cos x dx =[sen x]g =0 n)f tg x dx=[ —In |cos x|] In2
) [ T e [N(“X) ] 6222

12. En cada uno de la solucién es:

fron o[22 32,
a) Area_Z‘IO(—x +4)dx_?u

b) . alzj'leidx:[ln|x|]i=1u2

x P a4
0 a=f e dx:{ez } =e2 1 26,8007
0
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ACTIVIDADES FINALES

M 13. Expresa, mediante integrales, las areas de los recintos siguientes:

a vy o] Y e) vy

y=flx) y=1flx)

YI y:f(x)

M 14. Realiza un eshozo de las regiones cuyas areas vienen determinadas por las integrales que siguen y calcula las corres-
pondientes areas:

3 2 3m4
a) L(x2 -9) dx b) L(—x2+x+2) dx o} Lcosxdx
B 15. Calcula el drea de los recintos limitados por las curvas en cada uno de los siguientes apartados:
a) y=x% y=2
b) y=x% y=2x
Qy=—X+X, ¥y=-X
diy=2x+1; y=0; x=0; x=3
e) y=—x*+4x+5;, y=5
f) y==x*+2x, y=x*
gil=% = 3 =4
h)y=4-x% y=2x"-8

i) y=senx; y= 1
= e

) y=senx; y=cosx; x=0;, x=m

M 16. Halla el area encerrada por la funcién y = sen 2x, el eje de abscisas y las rectas x =0, x =;.
M 17. Halla el area del trapecio limitado por el eje OXy lasrectas x—1=0, x-2 =0, x-2y+2=0.

M 18. Halla una funcién f(x) de la cual sabemos que f(1)=0, f'(1)=0y f"(x)=6x-6.
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SOLUCIONES

13. Quedan del siguiente modo:

a) A=—j: £(x) dx
¢) A=[ () dx—Ld £(%) dx+j: £(x) dx
e) A= j [f(x)—g(x)] dx + L” [9(x)—f(x)] dx

N A=[" [F00-g00] dx+ [ [960-Fe0] dx+ [ [F09-g 0] dx

14. En cada caso queda:

3 3
a) Lg(xz -9) dx:{%—Qx} =—% u?
1

3 2 2
b) J‘i(—x2 +X+2) dx={—%+%+2x} =% u’
-1

/012\

3n

b) A=[f(x) dx—j:’ £(x) dx

d) A:j: [F(x)—g(x)] dx

i °n n 3n
2 4 > e — —
c) j cos x dx +J‘ncos X dx:[sen x}z{—sen x:| ‘o142 v2_4-V2 u?

0 2 0

L 2
2

3n 2
2

T

2
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15. En cada caso:
a) y=x*;y=2

)
Puntos de corte: y—>2< } = (\/5,2) (—\/5,2)

7z
) ¥ 3
Area:j;(Z—xz)dx{Zx—x—} =ﬂu2
- 3|, 3
b) y=x?;y=2x
P(0,0)

Q(2.2)

2
Puntos de corte: Y ~ X } =
y =2X

3 2
Area = j;(ZX—xz) dx:{x2 —%} :% u?
0

C) y=—X"+X;y=—X

_ 2
Puntos de corte: y=-X +X} = P(0.0)

yz_X Q(21_2)
Area = _[02 [-x% +x = (=x)] dx =
2 2T a4
=_[ (—x?+2x)dx =| x* ——| ==u?
0 3|73
d) y=2x+1,y=0;x=0;x=3
Area:Jj (2x +1) dx :[x2 +x]z =12u?
e) y=—x>+4x+5;y=5
A 0 2 4
Arealz.[il(—x +4x+5) dx+J~0 5dx+

5 76
+ L (-x? +4x+5) dx=? u?

Area, :.[04 (-x* +4x+5-5) dx=% u’

f) y=—x*+2x;y=x>

Areaz‘[ol[—x2 +(-x*+2x)]dx =

—["(~2x2 +2x) dx = —2X +x2 :luz
[ ( )
0 3 3
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g) y=x"-3x*;y=x-3

s P1-2)
Puntos de corte: zzi__;’x } = Q(-1-4)
R (3,0)

Nea:fl[(x3 -3x%)—(x-3) dx+
+I13[(X—3)—(X3 —3x%))dx =8u?
h) y=4-x*;y=2x"-8

—4—x? P (2,0
Puntos de corte: y=4-Xx }: (2,0)

y=2x>-8 Q(-2,0)
Area:jo2 [(4—x*)—(2x? —8)] dx =32 u?

i) y—senX'y—l
2

Puntos de corte en un periodo [0,27]:

5n
X 5 URARP
—4+COSX |2 |=|Vv3—=|u
[2 L ( 3)

j) y=senx;y=cosx;x=0; Xx=n

Puntos de corte en un periodo [0,2x]:

i3
y:senx} . 4 2
y =CO0S X Q[ﬁ _ﬁj

4 2

5n
Area= j‘: (cos x—senx)dx |_

4

al

s

=22

[sen x+cos x]

h\ﬁb‘
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16. El célculo y la grafica quedan:

— 5

[SE]

Area:J'OE sen 2x dx :[;cos ZX}

EE]
]

¥=sen 2x

17. El calculo y el area quedan:

18. Las funciones que verifican f "(x)=6x—6 son: f'(x)=3x*-6x+C.

Como f'(1)=0 = f'(x)=3x*>-6x+3 = f(x)=x>-3x*+3x+K.

Como f()=0 = 1-3+3+K=0 = K=-1 =

f(x)=x*-3x*+3x-1.

T

2
=1u?
0
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Unidad 15 — Distribuciones bidimensionales.
Correlacion y regresion

PAGINA 343

cuestiones iniciales

1. En un hospital se quiere estimar el peso de las nifias recién nacidas.
Para ello, se seleccionan, de forma aleatoria, cien de estas, obtenién-
dose los siguientes resultados:

Intervalo (kg) | [1; 1,5)| [1,5; 2)|[2; 2,5)|[2,5; 3)| [3; 3,5) | [3.5; 4| [4; 4,5)|[4,5; 5)

N° de nifas 1 2 5 20 40 26 5 1

Calcula la media, la moda, la mediana, la varianza, la desviacién ti-
pica y el ndrnero de nifias que estan en los intervalos (x — g, X + g);
(X - 20, X + 20); (X - 30, X + 30). Comenta la simetria de esta distri-
bucidn.

2. Las ventas de libros de aventuras en una libreria tiene como valores x =
10, 0 = 3. ;Cémo se dasificaria un dia que se vendan 15 libros de
aventuras?

3. Diez alumnos han realizado el dltirmo mes dos ejercicios de Matemati-
cas. Las notas son las de la tabla siguiente:

Primer ejercicio 4 7 6 9 4 i 9 4 8 10

Segundo ejercicio | 5 8 5 10 3 B 8 4 8 10

Dibuja la nube de puntos. Ajusta a 0jo una recta a la nube de puntos,
y estima el valor que tendra la posible correlacién.

SOLUCIONES

1. Las soluciones quedan:

La media, §:324'5 =3,245; Lamoda, Mo=3,25; La mediana, Me=3,25
: , 1085,25 2 ) . .
La varianza, o :1——(3,245) =0,3225; Ladesviacion tipica, 6=4/0,3225=0,5679;

Los intervalos pedidos son:
(X—0,X+0)=(2,677;3,813) (X-20,X+25)=(2,109;4,381) (x—30,X+3c)=(1,5413;4,949)
En el intervalo (;—G,;-HS) En el intervalo (?—20,§+20) En el intervalo (?—30,§+30)

hay 86 nifias. hay 96 nifias. hay 99 nifas.

La distribucion es casi simétrica, ligeramente desplazada hacia la derecha.
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Es un dia raro ya que 15 se sita en el intervalo (§—2cs,§+2cr). La puntuacion tipica
Z_15—10

=1,6667 se aleja bastante de la media estandar que es cero.

La solucién queda:

Segundao
ol sjercicio -

La nube de puntos aparece en la grafica
de la izquierda.

La recta ajustada a ojo puede ser
bisectriz del cuadrante, y=x.

La correlacion serd positiva y fuerte,
préxima a 1.

Primer
] 3 1 ] 3 10 ejercicio
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PAGINA 357

ACTIVIDADES
W Usando la sirmetria o los casos limites, intentar resolver los siguientes problemas:

1. El bizcocho. La figura representa la forma de un bizcocho especial. En la etiqueta figura
gue el volumen es:
V=x-h-{R?+r%
¢ Es cierto?
2. Numeros felices. El nurmero 44 es un numero feliz, pues:
44 = 424+ 42=32 = F+22=13 = 124+32=10 = 12+0%=1

Investiga sobre los nirmeros felices.

3. Cambio de vagones. La figura muestra unas vias de tren, en
las cuales hay dos vagones W, y W,, una locomotora L, si-
tuada en una via muerta, y un ttnel, por el cual sélo puede
pasar la locomotora. La locomotora puede enganchar los
vagones por delante y por detrds, e incluso puede arrastrar los
dos vagones a la vez. El problema consiste en cambiar la posi-
cién de los dos vagones, dejando la locornotora en una de las
dos vias muertas. Puedes sirnular este problema utilizando tres
rmonedas diferentes.

4. Doble frontén. Un pelotari se encuentraen P y golpea la pelota. Esta debe llegar al pelotari Q
gue se encuentraen Q después de pegar en ambos frontones. Construye la trayectoria que debe  p

seguir la pelota.

SOLUCIONES

1. Veamos los dos casos limite:

1 r=0 = V=n-h-R?=volumen del cilindro.
2% r=R = V=n-h-(R*+R?*)=2-n-R?:h, perosi r =R el volumen es cero.

Luego la formula es falsa.
2. Lasolucién queda:

NUmeros felices de 2 cifras:

10 = 1*+0°=1 13=1*+3°=10 = 1°+0%°=1
23 = 2°+3°=13=1+3°=10 = 1°+0°=1 31=3°+1°=10 = 1°+0°=1
32 = 3?4+22=13=1+3*=10 = 1°+0°=1

44 = 4°+47=32=37+2?=13=1+3°=10 = 1°+0°=1
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NUmeros felices de 3 cifras:

100 = 1°+0°+0°=1 130 = P +3°+0°=10 = 1°+0°=1
103 = 1’ +0°+3°=10 = 1°+0°=1

Igualmente: 310; 301; 230; 203; 320; 302; 440; 404.
Numeros felices de 4 cifras:
Igual que los que hemos estado formando hasta ahora méas otros como 1 339.

Asi sucesivamente podemos seguir con los demas.

3. Después de varios intentos vemos que la situacion final, para lograr el objetivo buscado, que
debe quedar en la via muerta superior es: W; W, L.

Llamamos A al lugar en que inicialmente esta el vagon W, y B al lugar donde esta inicialmente
el vagon W,.
Los pasos a seguir son:

1.°L coge W, y lo lleva a la via muerta de abajo.
2.° L da la vuelta al circuito pasando por el tinel y empuja a W, hasta el punto A.
3.°L coge W, y lo lleva junto a W5,

4° L da la vuelta al circuito y empuja a ambos vagones a la via muerta de arriba,
guedando la situacion que buscdbamos, W; W, L.

5.°L remolca a W, hasta el punto A.
6.° L da la vuelta al circuito y engancha a W; llevandolo a la posicion B.
7.° L vuelve a la via muerta de arriba y los vagones han cambiado de posicion.

4. La solucién queda:

Este problema es una doble simetria.

Construimos P’, simétrico de P respecto a la
banda (1), y Q' simétrico de Q respecto a la
banda (2).

Unimos P’y Q' y llamamos Ay B a los puntos
en que la recta P'Q’ corta a las bandas.

o La trayectoria pedida es PABQ.
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PAGINA 360

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

|

Una encuesta sobre el gasto que 200 palses hardn durante el préoximo quinguenio para proteger la capa de ozono, han
dado los resultados de |a tabla siguiente:

Gastos

(millones [150-155) | [155-160) | [160-165) | [165-170) [ [170-175) [[175-180) | [180-185) | [185-190)| [190-195)
de dolares)

X, 1525 157,5 162,5 167.,5 1525 1745 182,5 187,5 192,5
f i 14 24 37 42 35 23 13 5

Calcula la media, la desviacion tipica, asi como el nimero de paises que se encuentran en los intervalos (x— @, X + G);
(X-20,X +20) y (x— 30, X + 30).

. Se desea comnparar la duracion de dos marcas de pilas A y B. Para ello, elegirmos dos rmuestras, compuestas por 10 pi-

las de cada una de las marcas. La duracién en horas de cada una de ellas fue:

MarcaA | 25| 28 | 26 | 34 | 30| 28 | 24 | 27 | 22 | 23

MarcaB | 24| 31 | 26 | 29 | 32| 31 | 27| 29| 24 | 32

Calcula la media y la desviacion tipica de las duraciones de cada marca. ; Qué marca sera aconsejable elegir?

. En las siguientes variables estadfsticas bidimensionales, referidas a los alumnos de una clase, estima si hay o no correla-

cién y, en caso de existir, sefala si esta es positiva o negativa, fuerte o débil:
a) Estatura y calificacion en Lengua
b) Pesoy calificacién en Educacién Fisica

c) Namero de horas diarias de estudio y nimero de
asignaturas aprobadas en la dltirma evaluacion

d) Estaturay grado de concentracién en el estudio

e) Pesoy estatura

. Se ha pasado una encuesta a los 20 vecinos de una urbanizacién de las afueras de una gran ciudad obteniéndose los si-

guientes resultados en los que el primer ndmero se refiere al nimero de de viajes realizados por los padres y el segundo
al nimero de viajes realizado por sus hijos:

4.1 6.4 @5 (0.6 (3.2) (2.6) (2,6) 42) 41 42
.7 (0,6 @401 1.7 2.4 2.6 (3,3) &42) (1,6 (2,5

a) Construye la tabla de doble entrada correspondiente.

b) Representa graficamente los datos de esta tabla y, a la vista de la gréfica, estudia si existe correlacién entre las va-
riables y el tipo de la misma.
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SOLUCIONES

1. Lasolucién queda:

La media, X = 34425 =172,125; Lamoda, Mo=172,25; La mediana, Me=172,25
La varianza, ¢° =%750’1—(172,125)2 =86,735; La desviacion tipica, c=+/86,735=9,313;

200

El nimero de paises en:
(X—0,Xx+5)=(162,8,181,4) es 138.
(X -26,X +25)=(153,5;190,7) es 188.
(x—30,x +30)=(144,2;200,1) es 200.

2. La solucién es:

Las medias aritméticas son: Xa :21—607:26,7 Yy Xs :21—805:28,5.

Las desviaciones tipicas son: o, = %—(26,7)2 =3,38 y o, =, /%—(28, 5)? =2,94.

a)Sera aconsejable optar por la marca B, ya que tiene mayor media y, a su vez, menor
desviacion tipica.

3. En cada caso queda:

a)No existe correlacion.

b)Existe correlacion negativa y fuerte.
c) Existe correlacion positiva y fuerte.

d)No existe correlacion.

e)Existe correlacion positiva y fuerte.
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4. La solucion queda:

a)La tabla de doble entrada es:

y X
viajes / viajes 1 2 3 4
hijos padres

1 — — —
2 — — 1
3 — — 1 —
4 — 1 1 —
5 — 2 — —
6 3 — —
7 — — —
b) EIl diagrama de dispersion es:
4
0..
O.. 0..
*e
e o
[ ]
o
1 4o
o : + >
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PAGINA 361

N 5.

En una rmuestra de 100 familias se han estudiado las variables estadisticas X, numero de AR
miermbros en edad laboral, e ¥, numero de ellos que se encuentran en activo. Los resulta-

dos obtenidos pueden verse en la tabla adjunta. 1 9 (0|0

a) Construye la tabla bidimensional sirmple correspondiente y obtén las distribuciones mar- 2 (141710

ginalesde X e . 3 |16]9 |5

4 20012 | 8

b) Calcula la media y la derivacion tipica de las distribuciones rnarginales.

. Se ha solicitado a un grupo de 50 individuos informacién sobre el ndmero de horas que dedica diariamente a dormir y

a ver la televisién. La clasificacién de las respuestas ha permitido elaborar la siguiente tabla:

N.? horas dormidas X 6 7 8 9 10
N.? horas television Y 4 3 3 2 1
Frecuencias absolutas 3 16 20 10 1

a) Realiza el diagrama de dispersion correspondiente.
b) Calcula la media y la derivacién tipica de cada una de las variables.
c) Halla el porcentaje de individuos que ven la televisién por encima de la media.

d) Calcula el coeficiente de correlacién lineal.

. Se han hecho dos pruebas de Historia a un grupo de 10 alumnos/as de 3° de ESO. Los resultados obtenidos son:

Alumno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 14 12 15 12 13 12 17 7 9 14
B 14 13 17 15 16 12 12 10 14 20

Calcula la covarianza y el coeficiente de correlacion. ¢Existe dependencia entre ambas pruebas?

. En cinco estudios estadisticos se han obtenido los siguientes coeficientes de correlacion lineal:

r=-0,98 r=0,93 r=0,05 r=0,71 r=-0,62
Identifica, justificando la respuesta, la nube de puntos correspondiente a cada uno de ellos:
a) b) g d) e)
%3,
.::f}..:?’.'.
.,3_,%:’.

. La estadistica de ingresos de determinadas empresas, en miles de euros, y de empleados, en miles, es la siguiente:

Ingresos 57| 38|19 1 1
Empleados | 16 | 29 | 17 6 9

Estudia la correlacién existente entre ambas variables y determina la recta de regresion de ingresos en funcién del nu-
mero de empleados.
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SOLUCIONES

5. La solucion queda:

JRI1]2]3 b) x, | £ v | f ¢) % =3,01
1|ololo]o 1 ]9 1[50 -
2 [1a] 7] 0 21 2|21 2|28
3 [16[9 | 530 33 3|13
a [20[12[ 8 [40 4 |40
592813

6, =098

Gy =0,71

a) 4Y . b) Para ambas variables queda:
3 §=%=7,8 horas dormidas y o, =0,89
? i ﬁ%:z,sz horas dormidas y o,=0,71
1
1] 1 2 2 4 &5 6 7 82 9 10
c) El porcentaje de individuos por encima de la media es: MzO,?B, es decir, el 78%.
. O,y , ) 1078
d) Paraelcalculode r= , calculamos la covarianza: G,y =5——7,8-2,82:— 0,436.
o, 'O,
. -0,436 L .
Asi r=—————=-0,69. La correlacion no es muy fuerte y es negativa.
0,89-0,71

7. La solucion queda:

La covarianza es c,, =%—12,5 -14,3=3,15.

El coeficiente de correlacion es: r = Ox  _ 315
5,0, 273-272

=0,424.
La dependencia estadistica es moderada.

8. La correspondencia de cada grafico con su coeficiente de correlacion es:

a) r=0,05 c) r=-0,98 e)r=-0,62
b) r=0,71 d) r=0,93
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9. La solucioén queda:

Los pardmetros estadisticos son: §=2, 68; §=15,4; c,=198; c,=7,96; o, =847.

., 8,47
a)La correlacibnes r=————=0,
1,98-7,96
L 8,47
b)La recta de regresion es: y —15,4= (x—2,68).

3,92
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PAGINA 362

ACTIVIDADES FINALES

M 10. Una companfia discografica ha recopilado la siguiente informacién sobre el ndmero de conciertos

M 12

M 13.

M 14

; - [
dados durante el verano por 15 grupos musicales y las ventas de discos de estos grupos (expresa- |«

das en miles de CDs), obteniendo los datos siguientes: B

CD/conciertos 10-30 30-40 40-80
1-5 2} 0 0
5-10 1 4 1
10-20 0 1 B

a) Calcula el numero medio de CD vendidos por estos grupos.

b) ¢Coémo es el grado de dependencia lineal del ndmero de conciertos dado por el grupo con
respecto al nurnero de discos que ha vendido?

c) Obtén la recta de regresion que explica la dependencia anterior.

d) Si un grupo rnusical ha vendido 18 000 CD, ;qué nimero de conciertos es previsible que ofrezca?

. Se observaron las edades de 5 nifios y sus pesos respectivos, obteniéndose los siguientes resultados:

Edad, en anos (X) 2 4,5 6 72 8

Peso, en kg (Y) 15 19 Z5 =5 34

a) Halla el coeficiente de correlacién y las rectas de regresién de ¥ sobre X y de X sobre VY.

b) ¢Qué peso correspondera a un nino/a de 5 anos? ;qué edad correspondera a un peso de 36 kg?

La siguiente tabla muestra los valores observados de dos variables X e ¥ en cinco individuos:

X 1 = a 2 3
Y -2 -3 2 1 0

a) Halla a para que el coeficiente de correlacion sea nulo.

b) Suponiendo que a =4, determina la recta de regresién de Y sobre X, y estima el valor de ¥ cuando X tome
el valor -2.

De dos variables X e Y, se sabe que la desviacion tipica de X es V3, la media y la desviacién tipica de Y valen 1y 2,
respectivamente, y la ecuacién de la recta de regresién de Y sobre X es 2x + 3y = 6. Hallar:

a) La media de X ¢) El coeficiente de correlacion

b) La covarianzade X e ¥ d) La recta de regresionde X e Y

La estatura media de una muestra de padres es de 1,68 m con una desviacion tipica de 5 cm. En una rmuestra de sus
hijos, la estatura media es de 1,70 m con una desviacion tipica de 7,5. El coeficiente de correlacién entre las estaturas
de padres e hijos es 0,7. Si un padre mide 1,80 m, ;qué estatura se estima que tendra su hijo?
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SOLUCIONES

10. Llamamos x al numero de CDs vendidos e y al nimero de conciertos. Los datos en una tabla
simple son:

x|3 8 8 8 156 15
v |20 20 35 60 35 60
13 1.4 1 1 5 ...=15

Los pardmetros estadisticos son: §=9,8; §=41; c,=4,62; o, =16,55; O,y =62,53.

a)El nimero medio de CDs vendidos es x=9,8..

62,53

b)EI coeficiente de correlaciones r=————
4,62-16,55

=0,82. La dependencia lineal es moderada.

c)La recta de regresion es: y —41=@(x -9,8).
2134

d)Si x=18 = y=65,03 conciertos.
11. La solucién queda:

Los pardmetros estadisticos son: §=5, 54; §=25,2; c,=213; c, =1, 49; o,, =15, 42.

15,42

a)El coeficiente de correlaciones r =—————=
2,13:7,49

0,97.

b)La rectas de regresiéon son:

De Y enX: y-252=22%2_ 554
4,54

.De X enY: y-554-1242 55 5
51,12

Un chico de x=5 pesa, aproximadamente, y =27,03kg.
La edad que correspondera a un peso de 36 kg es aproximadamente x=38,72 afos.
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12. La solucién queda:

El coeficiente de correlacion lineal es nulo si la covarianza es nula.
Por tanto:

3+2a_(_0’4)_545ra

=0 = La solucion es: a=-2,083.

Los parametros de las variables son: §:18; §=—0,4; c,=172; o, =185; G,y =2,92.

La recta de regresion de Y sobre X es: y +0,4:%(x—18) = y=0,99x-2,18
172

Si x=-2, el valor estimado de y es: y=0,99(-2)-2,18=-4,16

13. La solucién queda:

a)La recta de regresion 2x+3y =6 pasa por el punto (Zy), por tanto:

2x+3-1=6 = 2x=3 = §=g

(¢}
b)El coeficiente de regresion — vale para la recta 2x+3y =6, por tanto:
(e}

X

o, 2
—y2=—§; al ser 5, =+/3, obtenemos Oy =—2

X

. . c -
c) El coeficiente de correlacién es: r=—2—=————=-0,58

o, O, \/5-2

d)La recta de regresion de X sobre Y es: x—l5=2—22(y -1) = x=-0,5y+2

14. Al ser el coeficiente de correlacién r =0,7 ; obtenemos:

ny

(e}
r=—>- = 0,7=

G, "0, -7,

= o, =26,25

La recta de regresiéon de Y (estatura de los hijos) sobre X (estatura de los padres) es:

26,25
52
Si un padre mide 180 cm, se estima que su hijo tendra: y =105-180-6,4=182,6 cm.

y—-170=

(x-168) = y=105x-6,4

NOTA: Todos los datos se han convertido a centimetros.
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Unidad 16 — Probabilidad

PAGINA 365

cuestiones iniciales

1. Estas jugando a cara o cruz con una moneda y las diez ultimas tiradas
han salido cara. ; Por qué resultado apostarias en la préxima tirada?
Razona tu respuesta.

2. La probabilidad de que nazca un nifio es 1? ¢Cual es la probabilidad

de que, entre cuatro nacimientos, dos sean hembras?
1 3 |
a) — b) — Qg — d) No puede saberse
2 8 4
3. En un experirmento se lanzan al aire cuatro rmonedas juntas. Si el ex-
perirnento se repite muchas veces, ;jcual de los siguientes resultados
se producira mas a menudo?

a) 2 carasy 2 cruces b) 1 caray 3 cruces c) 3carasy 1 cruz

4. En un curso, el 90% de los alumnos estudian inglés y el resto francés.
El 30% de los que estudian inglés y el 40% de los que estudian fran-
cés son chicos. Si elegimos un alumno al azar, jcual es la probabilidad
de que sea chica?

SOLUCIONES

1. El azar no tiene memoria. Por cualquiera de las dos, cara o cruz.

2 2
2. La probabilidad queda: P(2 hembras)= 4 (lj (lj =§
2)\2 2 8

3. El resultado mas probable es 2 caras y 2 cruces, se presentara 6 veces de cada 16 por término
medio.

4. Recopilamos la informacion en la siguiente tabla:

Inglés | Francés | Total
Chicos 27 4 31 P(Chica) =2=0, 69
Chicas 63 6 69 100
Total 90 10 100
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PAGINA 381

ACTIVIDADES

M Utiliza la experimentacion en la resolucion de los siguientes problemas:
1. Sumas. Considera los niimeros impares 1, 3, 5, 7, etc. jCuanto vale lasumna de los n primeros?

2. Castillo de naipes. En la figura tienes un castillo de naipes de dos pisos. Han
sido necesarias 7 cartas para formarlo. ;Cuantas cartas serdn necesarias para
hacer un castillo similar de 15 pisos de altura? jcuantos pisos tendra un casti-
llo que tiene 3 775 naipes?

3. Las bicis. Un padre y un hijo van en sendas bicicletas a la misrma velocidad. La
rueda trasera de |a bici del padre da una vuelta, al tiernpo que la rueda trasera
de la bici del hijo da vuelta y media. En la rueda de la bici del padre hay dos
marcas, azul y roja, diametralmente opuestas; esto ocurre analogamente en
la rueda de la bici del hijo. En un determinado instante, las dos marcas rojas
estan sobre el suelo. ; Cudndo coincidirdn por primera vez las marcas azules
sobre el suelo?

4. Namero fantasma. Tu amigo Juan dice haber encontrado un nimero cuyo
cuadrado acaba en tres cifras idénticas. ;Dice la verdad? ;Seria cierto si las
cifras no pueden ser cero?

5. Desigualdad. ;Es cierta la siguiente desigualdad?:

M >[1-3-5-...-@n-1P-V2n+1

SOLUCIONES

1. Lasuma queda: 1+3+5+7+...+2n—1=w-n=n2

2. Lasolucién queda:

1.*" piso: se necesitan 2 naipes.
2.° piso: se necesitan 5 naipes.

3.° piso: se necesitan 8 naipes.
4.° piso: se necesitan 11 naipes.

Luego en el enésimo piso habra (3n-1) naipes.

(Bn+1-n

Una torre con n pisos tendré: naipes.

(3-15+1)-15

Una torre con 15 pisos tendré: =345 naipes.

Veamos cuantos pisos tendra un castillo de 3 775 naipes:

(Bn+1):-n 2 -
— = =3775= 3n“+n-7750=0 = |n=50 pisos
2 __p
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3.

Imaginamos que la rueda del padre tarda 6 segundos en dar una vuelta y la del hijo 6 segundos
en dar vuelta y media.

En la situacién de partida vuelven a estar al cabo de 12", pero en ningin momento coincidiran
las marcas azules sobre el suelo.

El cuadrado de cualquier nimero entero terminaen 0, 1, 4, 5, 6, 9.
Si el nimero entero es par, su cuadrado es mdltiplo de 4.

Asi, 142 =196=4.

Si el nimero entero es impar, su cuadrado es mdltiplo de 4+1. Asi, 13°=169= 4+1.

Ahora bien, si el numero al cuadrado termina en 111, 555, 666 6 999, éstos no son ni multiplos
de 4 ni multiplos de 4+1, luego no pueden ser.

Veamos, pues, los que terminan en 000 6 444.
Efectivamente: 1444 =387, luego también se verifica si no son cero las cifras.

La demostracion queda:

(2n)'=2n-(2n-1-(2n-2)-...-3:2-1
Veamos si es cierta laigualdad anterior transformada en otra :
2n-(2n—1)-(2n—2)-...-3-2-1>[1-3-5-...-(2n—1)]2- 2n+l1 =
2n 2n-(2n-2)-...-6-4-2
= >,2n+1 = >2n+1
1.3-5-...-(2n-1) (2n-1)-...5-3-1
Esto eslo que vamos a demostrar por el método de induccién:

Paran=1 = 2>./21+1 = 2>\/§

. 2n-(2n-2)-...-6-4.2
Supongamos que es cierto paran: >.2n+1
hong q P (2n-1)-...5-3-1

. (2n+2)-(2n)-(2n-2)-...-6-4-2
Veamos que esciertopara n+1: ¢ >.2n+37? (I
a P “ T (2n+)-(2n-1)-.531 O

(2n+1)-(2n-1)-.5-3.1  (2n+1) (2n-1)-...5-31 (2n+1)
Elevando al cuadrado : (2n+2)*(2n+1)>(2n+1)>(2n+1)*(2n+3) =
= 16n+4>14n+3 = 2n+1>0
Esto siempre es cierto,puesneN = esciertala desigualdad () = es cierto el enunciado.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

H 10.

. Describe el espacio muestral asociado a lanzar tres monedas al aire y anotar las puntuaciones de las caras superiores.

. Consideramos el fendmeno aleatorio «Extraer una carta de una baraja espaiola de 40 cartas y anotarla». Sean los sucesos:
A = {Sacar oro} B = {Sacar rey} C = {Sacar rey de bastos}
Encuentra los elementos de los siguientes sucesos:
a) AncC b) AnB&ncC o AUB d) BNA
. Sea el espacio muestral £ ={4, B, C, O}. ;Cual de las siguientes funciones es una probabilidad?
1 1 1 1
a) P(A) = 7 P(B) = 3 P(C) = a P(D) = 5
b) A = ~-, PB) = —, AO = —, PD)= —
2 8 4 8
9 PA) = —, PB)=-—, O =—, PD)= —
3 3 2 2

. Consideramos el espacio muestral E = {4, B, C} y P una funcién de probabilidad sobre E. Calcula P{4) en cada uno de

los siguientes casos:

a) P(B) = % P(O) :% b) P(A) = 3P(B), P(B) =2P(C)

. Una moneda esta trucada de forma que la probabilidad de obtener cara es el triple que la de obtener cruz. Halla la pro-

babilidad de obtener cruz al lanzar la moneda.

. Lanzarmos dos dados al aire y observamos los puntos de sus caras superiores. Halla la probabilidad de obtener al menos

un 6. ;Y de que la suma de sus puntos sea 107

. Lanzarmos cuatro monedas al aire. Calcula la probabilidad de que:
a) Salgan 2 caras y 2 cruces ¢) Salga alguna cara
b) Salga, como maximo, 1 cruz d) Salga, cormo minimo, 3 caras

. De una baraja de 52 cartas se extrae una al azar. Halla |a probabilidad de que:

a) Sea de copas b) Sea una figura C) Sea de oros o una sota

. De una urna gue contiene 9 bolas rojas y 5 negras se extraen, sucesivarmente, dos bolas. Halla la probabilidad de que sean:

a) Ambas negras b) Una roja y una negra c) Al menos una roja

En un bote hay 6 caramelos de fresa, 7 de menta y 5 de limén. Si extraen 3 caramelos, ;cudl es |a probabilidad de que
los tres sean de sabores distintos? Resuelve el problema devolviendo al bote cada caramelo después de la extraccién y
sin devolverlo.

. Un monedero de piel contiene 6 monedas de aluminio y 4 de cobre. Otro monedero de tela contiene 8 monedas de co-

bre y 5 de aluminio. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Sacamos una moneda de cada monedero. Halla la probabilidad de que ambas sean de alurninio. ;Y de que sean
de materiales distintos?

b) Elegimos un monedero y sacamos 2 rmonedas, una detrds de la otra, sin reintegrar la prirmera al monedero. Halla la
probabilidad de sacar monedas de cobre.
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SOLUCIONES

1. El espacio muestral tiene 2°=8 elementos: E ={(ccc)(ccx)(cxc)(Xcc)(Cxx)(XXC) (XCX) (Xxx) } .

2. Quedan:
a) AnC ={sacar oros}
b) ANBNC ={}
c) AUB={sacaroros orey}
d) BN A={rey deoros}

3. Quedan:

a)No es una probabilidad pues P(A)+P(B)+P(C)+ P(D):%;ﬁl
b)Es una probabilidad pues P(A)+P(B)+P(C)+P(D)=1

¢)No es una probabilidad pues P(B):—%<O

4, Quedan:
P(A):l—P(B)—P(C):%
b) Llamando P(C)=x = P(A)=6x; P(B)=2x; P(A)+P(B)+P(C)=1

= Ix=1 = x=1 = P(A):Z
9 3

5. La probabilidad es P(cruz):%
6. Queda:
. 11
P(Al menos un seis)=—=
36

P(SumalO)zizi
36 12

7. El espacio muestral tiene 16 elementos.

a) P(2carasy 2 cruces):i c) P(alguna cara):E
16 16
b) P(como maximo una cruz)=% d) P(como minimo 3 caras)=%
8. Queda:
1 . 12 3 16 4
a) P(copas)==— b) P(figura)=—==— c) P(orososota)=—=—
) P(copas)= ) Pfigura)=c> = ) P ) =527 13
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9. Queda:

4 10
a) P(2 negras)=
) P( g )1413 91

9 5 45
b) P(Qrojaylnegra)=—-—-2=—
) Projay gra) 14 13 91

c) P(almenos 1roja)= 24 81

14 13 91

10. Queda:

Con devolucioén: E126 35

18 18 18 162

Sin devolucién: iliGz 35

18 17 16 136

11. Queda:

a)P(2deaIum|n|o)=£ 5. 3, P(materlalesdlstlntos):i 8,45 3

10 13 13’ 10 13 10 1365

b) P(2 monedas de cobre)_l-ié 18 7 16

2109 21312 65
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PAGINA 385

12

W13

M 14

H 6.

17

M 18

M9

Se supone que 25 de cada 100 horrbresy 600 de cada 1000 mujeres usan gafas. Si el nlrmero de mujeres es cuatro veces
superior al de hombres, se pide la probabilidad de encontrarnos:

a) con una persona sin gafas b) con una mujer con gafas.

En un centro de ensefianza hay 1000 alumnos que se distribuyen segun la tabla siguiente:

Alumnas Alumnos Total
Ciencias 300 600
Letras 250

Total

Se pide:
a) Completa la tabla en tu cuaderno.
b) Sise elige un estudiante al azar, halla la probabilidad de que sea de ciencias.

Se lanza un dado numerado de 1 a 6 y se pide:
a) Encuentra la probabilidad de que salga 3, si se sabe que salié impar.
b) Calcula la probabilidad de que salga par, si se sabe que salié mayor que tres.

. A'un congreso asiste el mismo ndmero de hombres que de mujeres. El 60% de los hombres tiene 40 afios o mas y el

30% de las mujeres tiene menos de 40 afos. Se pide:
a) Sise elige al azar una persona que asiste al congreso, ¢cudl es la probabilidad de que sea mujer?
b) Si se elige al azar una persona que asiste al congreso, ;cuédl es la probabilidad de gue tenga menos de 40 afios?

c) Si se elige un asistente al azar y se observa que tiene mas de 40 afos, ;cual es la probabilidad de gue dicha per-
sona sea mujer?

En una ciudad en la que hay doble ndrmero de hombres que de mujeres, hay una epidemia. El 6% de los hombres y el
11% de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcula la probabilidad de que:

a) sea hornbre b) esté enfermo ¢) sea hombre, sabiendo que esta enfermo

Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dfa. La probabilidad de que pase la primera prueba es del 0,6; la probabilidad
de que pase la segunda es del 0,8; y la de que pase ambas es del 0,5. Se pide:

a) La probabilidad de que pase, al menos, una prueba

b) La probabilidad de que no pase ninguna prueba

c) iSon las pruebas independientes?

d) La probabilidad de que pase la segunda prueba en el caso de no haber superado la prirmera

La produccién de una empresa la realizan, a partes iguales, 3 turnos, de los que 2 son diurnos y 1 nocturno. El porcen-
taje de piezas defectuosas producidas en cada tumo diurno es el 2%, en tanto que el porcentaje de piezas defectuosas
producidas por el turno nocturno es del 8%:

a) Sise toma una pieza al azar de un turno al azar, ;cudl es la probabilidad de que sea defectuosa?

b) Si se toma una pieza al azar de un turno al azar y resulta ser defectuosa, cudl es la probabilidad de que la pieza
haya sido fabricada en el turno nocturno? ;Y cual es de probabilidad de que haya sido fabricada en el turno diurno?

Una urna contiene 2 bolas blancas y 2 rojas; y otra urna 3 blancas y 2 rojas. Se pasa una bola de la primera a |z se-
gunda urna y, después, se extrae una bola de la segunda urna, que resulta ser blanca. Determina la probabilidad de
que la bola trasladada haya sido blanca.
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SOLUCIONES

12. Introducimos los datos en una tabla:

Mujeres | Hombres | Total
Gafas 62,5 600 662,5
No gafas 187,5 400 587,5
Total 250 1000 1250
13. Queda:
Alumnas | Alumnos Total
Ciencias 300 300 600
Letras 250 150 400
Total 550 450 1000
14. Queda:
1
3 - par
3) P(/mpar)_;g b) P( AayorqueB)
15. Queda:
Hombres Mujeres Total
> 40 afos 60 70 130
< 40 afios 40 30 70
Total 100 100 200
16. Queda:
Hombres Mujeres Total
Enfermo 12 11 23
No enfermo 188 89 277
Total 200 100 300

. 587,5
a) P(personasin gafas)=———=0,47
) P(p gafas) 1750

. 600
b) P(mujer con gafas)=——=0,48
) P(muj gafas) 1750

P(ciencias) _ 600 _3
1000 5

a) P(mujer):%zo,S
~ 7

b) P(< 40 afios)=—=0,35
20

0) P(mujer 0 _7

> 40 aﬁos):ﬁzﬁ

a) P(hombre) =@:O, 67
300

b) P(enfermo)=£=0,77
300

12_
23

c) p(hombre 0,52

enfermo)
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17. Sean Ay B respectivamente la primera y la segunda prueba.
a) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,6+0,8-0,5=0,9
b) P(no pase ninguna)=1-P(pase almenosuna)=1-0,9=0,1

¢) No sonindependientes puesP(A)-P(B)=P(ANB)

0 p(34)- P(ANB)_P(B)-P(ANB) 03 _ .
A P(A) 1-P(A) 0,4
18. Queda:
a) P(defectuosa)=£=0,o4
Diurno | Nocturno | Total 300 .
Defectuosa 4 8 12 b) P(nOCtum%efectuosa):E:
No defectuosa 4 1
c) p(diurno _4_ -
Total 200 100 300 ( Aefectuosa) 12 3
19. Queda:

A @)P (%

24
oo Thitd

2
3
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PAGINA 386

ACTIVIDADES FINALES

M 20.

W22

M 23.

H 24

H 28

W 29

Una fabrica de coches tiene 3 cadenas de produccién, A, By C. La cadena A fabrica el 50% del total de coches produ-
cidos, la B el 25% y la C el resto. La probabilidad de que un coche resulte defectuoso es:

® En la cadena A, ;— ® En la cadena B, % ® Enla cadena C, %

Calcula razonadamente:

a) La probabilidad de que un coche sea defectuoso y haya sido fabricado por la cadena A.

b) La probabilidad de que un coche sea defectuoso.

¢) Siun coche no es defectuoso, ¢cudl es probabilidad de que haya sido producide por la cadena C?

. Una urna contiene 2 bolas. Se sabe que la urna se llend tirando una moneda al aire 2 veces y poniendo 1 bola blanca

en la urna por cada cara y una negra por cada cruz. Se extrae una bola de la urna y resulta ser blanca. Calcula la pro-
babilidad de que |a otra bola de la urna sea también blanca.

El 20% de los empleados de una ermpresa son ingenieros y otro 20% son economistas. El 75% de los ingenieros ocupan
un puesto directivo y el 50% de los economistas también, mientras que de los no ingenieros y no economistas solamente
el 20% ocupan un puesto directivo. ¢ Cudl es la probabilidad de que un empleado directivo elegido al azar sea ingeniero?

Un ermnpresario tiene dos negocios en funcionamiento, N1y N2. El primero produce pérdidas en el 20% de sus balances
y el segundo, solo en el 4%. Suponiendo que el volumen de negocios es el mismo para N1 y N2, y que analizando un
balance al azar arroj¢ pérdidas, ;cual es la probabilidad de que sea del primer negocio?

Una urna contiene 5 bolas rojas y 3 blancas. Se selecciona una bola al azar, se descarta, y se colocan 2 bolas del otro
color en la urna. Luego, se saca una segunda bola. Determina la probabilidad de que:

a) La sequnda sea roja b) La primera sea roja si la segunda lo es

. En una casa hay tres llaveros: A, By C. El primero tiene 5 llaves, el sequndo 7 y el tercero con 8, y solo una llave de cada

llavero abre la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero y, de él, una llave para intentar abrir la puerta.
a) ¢Cudl serd la probabilidad de que se acierte con la llave?

b) ¢Cudl serd la probabilidad de que el llavero escogido sea el C y la llave no abra?

c) Y sila lave escogida es la correcta, ;cudl serd la probabilidad de que pertenezca al llavero A?

. En un cierto edificio se usan dos ascensores. El 45% de los inquilinos usa el primero y el resto usa el segundo. El por-

centaje de fallos del primero es del 5%, mientras que el del segundo es del 8%. Si un cierto dia un inquilino se queda
encerrado en un ascensor, ;cudl es la probabilidad de que haya sido en el prirner ascensor?

. Sean Ay B dos sucesos tales que P(A) = 0,40; P(B) = 0,3 y P(A N B) = 0,2. Calcula razonadarnente:

a) P(AU B) b) P(A U B) c) P(A/B) d) P(A M B)

Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad tales que:

1 3 — 5
P(A)=7 P(ALJB):I p(B)zg
Calcula:
a) P(A N B) b) P(A M B) c) P(A U B) d) P(A N B)

Determina si son dependientes o independientes, compatibles o incompatibles, los sucesos A y B que cumplen las con-
diciones siguientes:

1 1 5 1 1 1
a) P(A)=?' P(B)=7’ P(AUB):E b) P(A) = —, P(B}=?, P(AUB):T
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SOLUCIONES

20. Queda:

50 1
a) P(defectuosoy por A)=——-==0,25
) P( y por A) 100 2

50 1 25 1 25 1 17

b) P(defectuoso)= 4 N o
100 2 100 4 100 6 48

25 5

c _ 100 6 _10
C)P(Aodefectuoso)_ 25 5 50 1 25 3 31

7_11_ .7+ J—
100 6 100 2 100 4

21. Las configuraciones de las urnas son:

1% urna: Dos bolas blancas con probabilidad de salir dos caras.

2% urna: Una bola blanca y otra negra con probabilidad de salir cara y cruz.

3% urna: Dos bolas negras con probabilidad de salir dos cruces.

1
a —-1
P(l urny j_ 4 _1_05
blanca )™ o
4 22 4
22. Queda:
Ingeniero | Economista | Otros | Total
Directivo 15 10 12 37
No directivo 5 10 48 63
Total 20 20 60 100
ingeniero _15_
P( Airectivo) =37, 041
23. Queda:
P(Nl )_ 0,20-0,5 5
perdidas ) 0,20.0,5+0,04-0,5 6

291



24. Queda:

5 4
. 54 37 41 1roj7 j 89 _20
a) P(2°roja)=——+——=— b) P a = =—
)P roa) =g 58972 )( 2'roja) 54 37 41
89 89
25. Queda:
a) P(aciertellave)_l-E 11 1-£_0,16
35 37 38
17 7
b) P(Cynoabra)=—-—=—=0,29
JPCY ) 38 24
11
A _ 35 _56 _
C)P(Aaveabre)‘1_1+1_1+1_1_131 0.43
35 37 38
26. Queda:
45 5
10 _ 100 100 _225 _
P(%allo) 45 5 N 55 8 665 0.34
100 100 100 100
27. Queda:
P(AnB) 0,2 2
a) P(AUB)=0,4+0,3-0,2=0,5 c) P(A ==
)P ) )P (é) PB) 03 3
b) P(AUB)=P(ANB)=1-0,2=0,8 d) P(AnB)=P(B)-P(AnB)=0,3-0,2=0,1
28. Queda:
13 31 - = —— 7
a) P(ANB)=P(A)+P(B)- P(AuB)=—+§—Z=§ c) P(AuB):P(AmB):g
b) P(KmE):P(AuB):Z d) P(AmB)zg
29. Queda:

1151 Ay B son compatibles pues P(AnB)=0
a) P(ANB)==—+=-—== = _ .
4 2 8 8 Ay B sonindependientes pues P(AnB)=P(A)-P(B)
1 1 1 {Ay B sonincompatibles pues P(AnB)=0

b) P(ANB)==+=-==0 = _
6 3 2 Ay B son dependientes pues P(AnB)=P(A)-P(B)
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Unidad 17 — Distribuciones de probabilidad.

Distribuciones binomial y normal

PAGINA 389

cuestiones iniciales

1. En las familias forrmadas par cuatro hijos la probabilidad de que estos
sean dos varones y dos hembras es de:

a) al b} 1 ) ES d) No puede saberse
4 2 8
2. Una empresa fabrica chips para ordenadores personales. Tras varios
controles de calidad descubre que el 5% de los que fabrica son de-
fectuosos. El Ultimo afo fabricé 80 000. ;Cuantos debe esperar que
resulten defectuosos?

3. Una fabrica de galletas las empaqueta en cajas de cien unidades cada
una. Para probar la eficacia de la produccién se han analizado 80 ca-
jas, cormprobando las galletas defectuosas que contiene cada una y se
han obtenido los resultados de la tabla:

N° de galletas

defectuosas g L E = : : g

Ndamero de cajas 40 15 10 9 3 2 1

Calcula, para esta distribucién, la media aritmética (), la desviacién ti-
pica (o) y el nimero de cajas que estan en los intervalos (U - @, 1 + G,
(=20, p + 20), (L- 30, 1 + 30).

SOLUCIONES

1. Laprobabilidades: P(2V y 2M)—(4)-(l]2 (EJZ—E
' ' 2)\2)\2 8
2. Sabemos que P (Defectuoso)=0,05.

3.

El nimero de chips que cabe esperar defectuosos es: 80 000 - 0,05 =4 000 chips.

Sabemos que: n=1125; o=1452.

En (u—o,u+0)=(-0,327;2,577) hay 65 cajas defectuosas, es decir, el 81,25%.
En (u—20,u+20)=(-1,779;4,029) hay 77 cajas defectuosas, es decir, el 96,25%.
En (u—3o,u+30)=(-3,2315,481) hay 79 cajas defectuosas, es decir, el 98,75%.

Esta distribucion no tiene un comportamiento "normal”.
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PAGINA 407

ACTIVIDADES

M Utilizando el método de induccion, intenta resolver los siguientes prablemas:
1. Suma de pares. Prueba que la suma de los n primeros numeros pares es (n® + n):
2+44+6+8+...+2n = n*+n

2. Suma de multiplos. Demuestra la siguiente igualdad:

3™
3+3'+3+3+...+3" = =
3. Multiplos de 8. Demuestra que ¥n € N se verifica:
@n-12-1 = 8
4. Factoriales. Dada la sucesiéna, =1-11; a,=2-2!; a;=3-3!; ... demuestra gue:

Sy,=a,+a;+...+a,=n+11-11

SOLUCIONES

1. La demostracion queda:

Veamos que para n=1se cumple: 2=1°+1
Supongamos que se cumpleparan=p = 2+4+6+...+2p=p°+p
Veamos qué pasapara hn=p+1:

= 2+44+46+...42p+2(p+)=(p*+p)+2(p+D)=p° +3p+2=(p+1D*+(p+1)
Luego queda probado que laigualdad es cierta para todo nimero natural n.

2. La demostracion queda:

Siguiendo el método de lainduccién del mismo modo que en el problema anterior obtenemos::

2_
Paran=1 = 3°+31=371=4 por lo que se cumple laigualdad.

p+1_
- Supongamos que se cumple paran=p: 3°+3"+...+3" _3 5 1
31
«Veamosqueparan=p+1:3°+3"+...+3° +3°" = > L3P .

Luego laigualdad es cierta Vn e N.

3711
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La demostracion queda:

Utilizando el proceso de induccién obtenemos::

Paran=1 = (2-1)? ~1-0=8 por lo que se cumple laigualdad.
-Paran=2 = (4-1) ~1-8-8 por lo que se cumple laigualdad.

. Supongamos que se cumple paran=p: (2p-1)° —1=é

-Veamos que paran = p+1: [ (2p+1) -1]* -1=(2p +1)’ ~1=[(2p-D+2] -1=

~(2p-1)° +4(2p-1)+ 4—1=[(2p-1)-1]+8p=8+8=8
Luego laigualdad es cierta Vn € N.

La demostracién queda:

Utilizando el proceso de induccién obtenemos :

Paran=1 = S =a =1+1)!-U=2!-1=2-1U-1U=1(2-1)=1-1=4a,

Por lo que se cumple laigualdad.

« Supongamos que se cumpleparan=p: S =a +a, +...+a,= (p+1)!-1!

-Veamos queparan=p+1: S, =[a,+a,+..+a, |+a,,=(p+1)!-11+(p+1)-(p+1)!=
=(1+p+D)-(p+D!-U=(p+2)!-1

Luego laigualdad es cierta Vh € N.
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PAGINA 410

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. En el lanzamiento de dos dados considerarnos la variable aleatoria que asocia a cada resultado el mayor de los ndmeros
obtenidos.

a) Halla la funcién de probabilidad asociada a dicha variable aleatoria.
b) Realiza el grafico correspondiente.

¢) Calcula la media o valor esperado y la desviacién tipica.

B 2. Responde a las cuestiones propuestas en la actividad anterior; ahora se considera la variable aleatoria diferencia de
puntos de los dos dados, en valor absoluto.

B 3. Lanzamos una moneda cuatro veces. Sea X el ndrmero de caras consecutivas. Halla la funcién de probabilidad, la rme-
dia y la desviacidn tipica.

B 4. Tomamos al azar una ficha del dominé y consideramos la variable aleatoria que
describa la suma de puntos de la ficha. Calcula la funcién de probabilidad, su
esperanza y su desviacion tipica.

M 5. Enunaurna hay 3 bolas blancas y 7 negras. Se extraen, con devolucién, 3 bolas
y se observa cudntas son de color blanco. Calcula:

a) La funcién de probabilidad, la media y |a desviacion tipica b) P(X<2) o PX>1)

B 6. Una variable aleatoria X sigue la ley binomial de tipo 8 (5; 0,3). Determina:
a) Su funcién de probabilidad
b) La media y la desviacién tipica
) Las probabilidades P(X = 2), P(X = 3), P(X < 2), P(X=3)

B 7. Con unamoneda trucada, la probabilidad de sacar cara es cuatro veces la de sa-
car cruz. Se lanza seis veces la moneda. Calcula las siguientes probabilidades: |

a) Obtener dos veces cruz
b) Obtener, a lo sumo, dos veces cruz

B 8. La probabilidad de que un estudiante de un determinado centro de ensefianza
obtenga el titulo de Bachillerato es de 0,3. Calcula la probabilidad de que, en
un grupo de 7 estudiantes matriculados en Primer curso:

a) Los 7 finalicen el Bachillerato

b) Al menos dos acaben el Bachillerato

M 9. La probabilidad de que un alurnno de Prirmero de Bachillerato estudie Maternaticas | es de 0,4. Calcula la probabilidad
de que en un grupo de 10 alurmnos elegidos al azar haya exactamente 7 que no estudien Matematicas I.
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SOLUCIONES

1. La solucién queda:

a)La funcion de probabilidad es:

Mayor n° |1 2 3 4 5 6
Probabilidad | — = > [ 9 11
36 36 36 36 36 36
b)El grafico queda:
Pixl
n
38
%
%
i
38
i
26
I
26 '|_| N
c)Los valores son:
M=1'i+2'i+3-£+4-l+5-i+6-£:4,47

36 36 36 36 36 36

cs:\/l2 -3—]é+22-%+32-%+42-é+52-%+62-%—4,472 =141

2. La solucion queda:

a)La funcién de probabilidad es:

0 1 2 3 4 5
6 10 8 6 4 2

36 36 36 36 36 36

Mayor n° |

Probabilidad

b)El grafico queda de forma anéloga al ejercicio anterior.
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¢) Los valores son:

u:0-£+1-£+2-i+3-£+4-i+5-£=l94
36 36 36 36 36 36

G=\/02-%442‘%+22'%+32'3—66+42-%+52'%—l942 =144

3. Queda:

La funcién de probabilidad es:

X |0 1 2 3 4
po| L L 5 2 1
16 16 16 16 16
Y los valores de media y desviacion tipica:
u:O-i+1-l+2-i+3-£+4-i=16875

16 16 16 16 16

cs:\/02-%+12-£+22-%+32-%+42-%—l68752 =0,98

4. Lafuncion de probabilidad es:

Sumapuntos(X) 3 4 5 6
Probabilidad P 2 3 38 4
28 28 28 28

Sumapuntos(X)

Probabilidad P,

N N
Blw|l~ Bl|o
N N
N N

=

o

=

=

=

N

Sus valores de media y desviacion tipica: p=6; c=3.
5. La solucion en cada caso queda:

a)La funcion de probabilidad es:
Color Blanco | 0 1 2 3
Probabilidad | 0,343 0,441 0,189 0,027
b) P (X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)=0,343+0,441+0,189=0,973
c) P (X >1)=P(X =2)+P(X =3)=0,189+0,027=0,216
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6. La solucion queda:
a)La funcion de probabilidad es:

X| o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P, | 01681 0,3602 | 0,3087 01323 | 0,0284 | 0,0024

b)La media y la desviacion tipica son: p=n-p=5-0,3=15; c=4/n-p-q =+/5-0,3-0,7 =1,025.
P(X =2)=0,3087

P(X =3)=0,1323

P (X <2)=P(X =0)+P(X =1)=0,1681+0,3602=0,5283

P (X >3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)=0,1631

5

a)P(X = 4caras)=(2) ' (g] (%) —0,2458

7. Es una distribucion binomial B(G;‘y), con: P(cara)zg y P(cruz)zé.

b) P(X >24)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=
(). (AY (L), (6)(4) 1 (6)(4)_
‘@ (5) (5j+(5) [5) 5+(6j [5) 0,2458
8. Es una distribucion binomial B(7;0,3).

a)P(X = 7):@) (0,3)'=0,000227

b) P(X > 2)=1-P(X < 2)=1-P(X =0)-P(X =1)=1- (8)-(0,7)7 - Gj-(oi)e-(o,s)l: 0,6706

9. Es una distribuciéon binomial B(10;O,4).

10

La probabilidad pedida es: P(X = 3):( 3

j -(0,4)’-(0,6)"=0,2150
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PAGINA 411

W10

W 14

W 16

M 18

La probabilidad de que salga cara en moneda trucada es 0,45. Se lanza una moneda un total de 7 veces. Calcula la
probabilidad de que:

a) salgan exactamente 3 caras b) salgan, al menos, 3 caras c) salgan, a lo sumo, 3 caras

. En un examen tipo test hay 10 preguntas, con 4 posibles respuestas a elegir en cada una. Si una persona desconoce

completarmente la materia y responde al azar.

a) ¢Cuantas respuestas acertard por término medio?

b) ¢Cuanto vale la desviacion tipica?

¢) ¢Qué probabilidad tiene de acertar, cinco preguntas al menos y, por tanto, aprobar?

. Supén que la probabilidad de que una persona sea mujer es 1— Se eligen al azar 100 familias con cinco hijos cada una.

¢En cuantas es de esperar que haya 2 mujeres y 3 hormbres?

. La probabilidad de nacimientos de nifios varones en Esparia es de 51,7%. Halla la probabilidad de que una familia de 5

hijos tenga:

a) Por lo menos, una nifa b) Por lo menos, un nifio

Comprueba, ayudandote de su representacion grafica, que las funciones siguientes son funciones de densidad de cier-
tas variables aleatorias continuas:

1 . 1

) £ = 7){ si 0<x<2 0 f00=173 si O<x<3
0 para otros x 0  paraotros x
Para las funciones anteriores, calcula las siguientes probabilidades:
a) P(0,5<X<1,5) b) P(X<1) o PX=04) d) P(X=0,65)

. Se ha hecho un estudio sobre una especie vegetal en tres zonas diferentes, A, By C, resultando qgue se ajustan a curvas

norrmales N(5; 3,5), N(5; 1,5) y N(7; 1,5), respectivamente:

a) Elige, la grafica mas adecuada a cada caso.

1 2 3
b) Haz un breve resumnen, comparando las semejanzas .
las diferendi hay en la alt | | /M /7N
y las diferencias que hay en la altura que alcanza e ’ \
vegetal en las tres zonas estudiadas. J \_ / \_ - \
of 5 10 of 5 1o of 5 10
En una distribucidn normal N(0, 1), calcula:
a) P(Z<1,45) o P(Z=0,25) e) P(Z<-1,45) g) P(0,35<2<1,5)
b) P(-1,35<£7<0,25) d) P(Z=-0,84) f) P(=1,45=72<-0,15) h) P(-2,25<7<2)

. En una distribucién normal N (0, 1), calcula el valor de k, sabiendo que k=0, en los siguientes casos:

a) P(Zzk)=0,7967 b) P(Z=k)=0,1075 ¢) PZzk)=0,4236

En una distribucién narmal N(5, 2), calcula:
a) PX<6) b) P(X=4,5) o PX=72) d) P3=X<6) e) PAzXz6)
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SOLUCIONES

10.

11.

12.

13.

Es una distribucion binomial B (7;0, 45).

a) P(X =3)= (;j -(0,45)’-(0,55)*=0,2918

b) P(X>3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X=5)+P(X =6)=1- P(X=0)-P(X=1)-P(X=2)=

=1—(S) (0,55’ —(D .(0,45)"(0,55)° —(9 .(0,45)°-(0,55)° =0,6836

) P(X<3)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)=

7 7 7 7
=(Oj .(0,55)’ —(1) -(0,45)"-(0,55)° +(2) -(0,45)"-(0,55)° +(3) -(0,45)*.(0,55)" =0,6083
La solucién queda:
a)Es una binomial B[lo;%j. Acertara, por término medio, p=10-%=2,5 preguntas.

b)La desviacion tipica es: ¢ = /lO %% =137

¢)La probabilidad pedida es:

P(X >5)=P(X =5)+P(X =6)+P(X =7)+P(X =8) +P(X =9)+P(X =10)=0,076

Es una distribucién binomial B {5%}

La probabilidad de que una familia formada por 5 hijos sean 2 mujeres y 3 hombres es:

B -on

Entre 100 familias cabe esperar que haya: 100-0,3125=31 familias con 2 hijas y 3 hijos.

Es una distribucién binomial B (5;0,517) .

5

a)La probabilidad es: P(almenos 1nifia)=1-P (X :5varones):1—(5

5

b)La probabilidad es: P(X>1)=1- P(X =0)=1—(O

j .(0,483)°=0,9737

j .(0,517)° =0,9631.
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14. La solucién queda:

I) La representacion es:
+f,(x)=0 Vvx

£ i) i ] 2.1 = Luego es una funcién de densidad.
! « Arearecinto == 1
o 1 2 3
a) P(O,5£x£15)=4—24-1=0,5 b) P(x£1)=72=0,25
C) P(x20,4):0’2+l-16=0,96 d) P(x=0,65)=0

Il) La representacién es:

Fofx)

+f,(x)=0 ¥x

' » <Arearecinto=—-=1

3.1 = Luego es una funcién de densidad.
3

O fwp- =
[+
%]

a) P(0,5<x<15)=1- b) P(x <1)=1-

Wl
W

1
3
c) P(x20,4)=2,6%=0,87 d) P(x =0,65) =0

W

15. La solucién es:

La grafica 1 se corresponde con la distribucién N(7;1,5).
La gréfica 2 se corresponde con la distribucién N(5;15).
La grafica 3 se corresponde con la distribucion N(5;3,5).

a)Las plantas més altas corresponden a la distribucion N(7;1,5). En las otras distribuciones, la
media de las alturas coincide, y en N(5;15) estdn mas agrupadas, respecto a la media, que
en N(5;3,5).
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16.

17.

18. Tipificamos la variable X, convirtiéndola en N(0,1) y, posteriormente, consultamos la tabla:

Manejando la tabla de la distribucién normal, hallamos cada caso:

a)P(Z<145)=0,9265

b)P(Z >145)=1-P(Z<0,25)=1-0,5987=0,4013
C)P(Z<-145)=1-P(Z<145)=1-0,9265=0,0735
d)P(0,35<Z<15)=P(Z<15)-P(Z<0,35)=0,9332-0,6368=0,2964
e)P(-1,35<7<0,25)=P(Z<0,25)-P(Z<-1,35)=P(Z<0,25)-[1-P(Z<1,35)]=0,5102
f)P(Z>-0,84)=P(Z2<0,84)=0,7995

g)P(-1,45<Z<-0,15)=P(0,15<Z<1,45)=P(Z <145)-P(Z2<0,15)=0,3669
h)P(-2,25<Z<2)=P(Z<2)-P(Z<-2,25)=P(Z<2)-[1-P(Z<2,25)]=0,965

En las tablas vemos que:
a)P(Z>K)=0,7967 = K=-0,83.

b)P(Z<K)=1-P(Z >K)=1-0,1075=0,8925 = K=1,24.
c)P(Z<K)=1-P(Z>K)=1-0,1075=0,4236 = K =1195.

x—5£6—5

a)P(XsG):P(Z: sz(Z§0,5)=0,6915

b) P(X 24,5):P(Z _X ;5 > 4’52_SJ:P(ZZ—0,25):P(Z£0,25):O,5987

c)P(X s?,z)zp(z _X=5 72—5): P(Z2<11)=0,8643

2 2

d)P(3< xsa)zp(g’f < X;‘r’ < 6;5} P(-1<Z<0,5)=0,5328

e)P(4 > X >6).Imposible.
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ACTIVIDADES FINALES

M 19.

N 20.
N 21.

W22

M 23

M 24

W 25.
W 26.
27
W 28.

M 20.

En una distribucién normal N(5, 2), calcula el valor de k, para que se cumplan las siguientes igualdades:

a) P(X<k)=0,8106 b) P(X = k) =0,4801 ) P5-k<X<5+k) =0,5934

Una comrpariia de autobuses realiza un estudio sobre el nimero de veces que, sermanalmente, utilizan el autobus los
usuarios. Se sabe que los datos se distribuyen N (10, 3). Calcula la probabilidad de gue un usuario utilice el autobus:

a) Mas de 11 veces b) Menos de 8 veces

La direccién de una clinica ha observado que la estancia de los enfermos sigue una distribucién normal de media 9 dias
y desviacion tipica 3. Calcula la probabilidad de que la estancia de un enfermo:

a) Sea superior a 8 dias b) Sea superior a 5 dias c) Esté cornprendida entre 11y 13 dias

El tiempo necesario para que una arnbulancia llegue a un centro sanitario se
distribuye seguin una variable normal de media 17 minutos y desviacién ti-
pica 3 minutos.

a) Calcula la probabilidad de que el tiempo de llegada esté comprendido
entre 13 y 21 minutos.

b) ¢Para qué valor de t la probabilidad de que la ambulancia emplee més de
t minutos en llegar es del 5%7?

Una maquina realiza piezas de precisién con un didmetro medio de 8 mm y una desviacién tipica de 0,5 mm. Supo-
niendo que la distribucién es normal, calcula la probabilidad de que una pieza tomada al azar tenga un diametro:

a) Mayor que 8,5 mm b) Menor que 7,5 mm c) Comprendido entre 7 y 9 mm

En un centro hay 500 alumnos cuyas estaturas se distribuyen segln la curva normal de media 170 cm y desviacién ti-
pica 8 cm:

a) ;Cuantos alumnos tienen su estatura cornprendida en el intervalo [162, 178]?

b) ¢Cuantos medirdn mas de 186 cm?

La calificacién media de cierto examen ha sido de 5,5 con una desviacién tipica de 1,5, y el conjunto de notas se ajusta
a una distribucion normal. El profesor quiere calificar con sobresaliente al 10% de la clase, y con notable al 30%. ;A
partir de qué nota se conseguira el sobresaliente y de cual el notable?

Se lanza un dado 360 veces. ;Cudl es la probabilidad de obtener 3 menos de 55 veces?

Un jugador de ajedrez gana 9 de cada 10 partidas que disputa. Si juega 50 partidas, ;cudl es la probabilidad de que
gane 407

Se lanza una moneda 100 veces. ;Cudl es la probabilidad de que el narero de caras que se obtenga esté compren-
dido entre 45 y 55?

Un exarmen tipo test tiene 100 preguntas y cada pregunta 4 respuestas diferentes, de las gue sélo una es correcta.
Caleula:

a) La probabilidad de que un estudiante que responde al azar acierte mas de 20 preguntas.

b) La probabilidad de que entre las 20 prirmeras preguntas acierte, a lo surrno, 4.
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SOLUCIONES

19. Tipificamos la variable y consultamos la tabla.

20.

21.

22.

23.

a)k =6,76 b)k =5,1 c)k=166

La solucién queda:

a)P(X 211)=P [X ‘310 > 11;10j=P (z zljzl—P (z sij=1-0,6293=o,3707

b)P(X £8):P[X_lo < 8‘5): P(ZS—Ele—P[Zggj ~0,2546
3 3 3 3

La solucién queda:

a)P(X 28)=P(X;9 > 11‘9]=P(ZZ—E}P[ZSE}O,GZ%

3 3 3
b)P(X >5)=P X=9,5°9)_p[z>-2|-p[z<2 =0,9082
3 3 3 3
c)P(11< X <13)=P 1-9 7 B9 p(2.7-% ) p(z<2|-p[2<2 =0,1628
3 3 3 3 3 3

La solucién es:

a)P(11<t<21)=P

(13_17 <Z< 21;17]= P(-133<Z<133)=2P(Z<133)-1=0,8164
t‘17)20,95 = %=1645 — t=21,935~22minutos.

b)P(X <t)=0,95 = P(Z <

La solucién queda:

C)P(7< X <9) = P(-2<Z <2)=2P(Z <2)-1=0,9544
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24,

25.

26.

27.

La solucién queda:

a)P(162 < X<178)=P (—13 Z sl): 2P (Z sl)—l: 0,6826
Por tanto el niimero de alumnos de estatura entre 162 y 178 cm es de 500-0,6826 =341, 3.

b)P(X >186)=P(Z>2)=1-P(Z<2) =0,0228
Por tanto el nimero de alumnos de estatura mayor 186 cm es de 500-0,0228 =11,14.

Llamamos k a la nota minima a partir de la cual se conseguira el sobresaliente.
Debe cumplirse:

p(X=25,K=55)_nq _, K=55_ 1585 _ k=7423
15 15 15

Para el notable ocurre de igual modo:

K _5’5=o,525 = k=6,2875

(x—5,5 S k—5,5j=0’7 -
15 15

Es una distribucion binomial B(360,%) y la aproximaremos con una distribucién normal.

Quedaria: u:360%=60 y o= /360%% =7,07.

La probabilidad es:
X'-60 < 55,5-60
7,07 7,07

P(X <55)=P(X '§55,5)=P( j: P(Z<-0,64)=1-P(2<0,64) =0,2611

Es una distribuciéon binomial B (50;0,9) y la aproximaremos con una distribucion normal.

Quedaria: ©=50-0,9=45 y =,/50-0,9:0,1=112.

La probabilidad pedida con la correccién de Yates es:

P(X =40)=P(39,5< X'<40,5)=P 39,5-45 <Z< 40,5-45
2,12 2,12

=1—P(2,12 <Z §2,59)=P (Z £2,59)—P (Z 32,12):0,122

=P(-259<Z<-212)=
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28. Es una distribucién binomial B(100;0,5) y la aproximaremos con una distribucién normal.

Quedaria: ©u=100-0,5=50 y o©=4100-0,5-0,5=5.
La probabilidad pedida con la correccion de Yates es:
45,5 -50 < X'-50 < 55,5-50

5 5 5
=P(Z<11)-[1-P(Z <11)]=0,7286

P(45 < X <55)=P (44,5 < X '§55,5):P( ): P(-11<Z<11)=

29. Es una distribucion binomial B(100;0,25) y la aproximaremos con una distribucion normal
N(25;4,33).

a)La probabilidad pedida es:
,195-25

P(X>20)=P(X '219,5):P(Z _WJ:P(Zz-lZ?):P(Z£127):O,8980

b)Es una binomial B(ZO; 0, 25)que aproximamos a una normal N(5;1,94).

La probabilidad pedida con la correccion de Yates, como en el apartado anterior, es:

4,5-5
9

P(XS4):P(X‘£4,5):P(Z£ 4):P(ZS—O,ZG):l—P(ZSO,ZB):0,3974
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